a oF 


(E FF EE Ee Hs Bs A SE A Bes — Sa 
H HEA — PR RS. ARA “RAR” 
SRA ERR. ZEA : Ba PRK, HRS 
UU, EAB SPER PIR RK , Bese HS BS 5 NH PY E 
ME. 3X — HATER Se RR SIF Pasadena Z^ aii 
SDAS [SA MITES AS LEZ, Vote Ta 
第 14, 17, 19 EIER LIE. 
BURN Hefe Eg BP. 这 一 章 中 介 
的 一 般 定 理 , 鞭 主要 目的 是 为 所 举例 子 作 说 明 , 至 于 这 一 科目 的 
代数 及 数 花 方 面 的 深 估 研究 ,已 不 在 本 韦 范 围 之 内 . PETI SS USE 
一 章 中 RM TRATEN FRA 
78 3825 PRA) ,而 着 重 于 周期 拉美 画 数 及 拉美 - 黄 略 林 图 数 的 最 新 
理论 的 探讨 ， 本 书 关 于 出 蒂 安 画 数 和 化 述 得 较 多 ,其 取材 庚 Me 
Lachlan 的 著作 为 主要 的 根据 ,该 书 是 这 一 方面 的 标准 著作 . 3 
外 ,由 Meixner 及 Schafke 大 窟 的 有 关 马 蒂 安 两 数 一 吾 现在 正在 
ASHE, BRAS AT RL. 恩 蒂 安国 数 方 击 现在 主要 有 二 种 对 等 的 衣 
法 ,本 书 所 采用 的 是 英美 及 欧洲 大 陆 上 大 部 地 区 通用 的 -- 种 记 法 ， 
不 过 , 这 一 页 数 的 很 多 数值 才 却 用 男 一 种 记 祛 . 在 球体 波 画 数 万 
Hi, PAPC TRS ASC C TENURE LE E SEAN) iM 
就 Bouwkamp, Meixnef. SERERA 15 年 内 所 得 的 精采 作 了 一 个 总 
ki. Meixner 及 Schäfke 名 将 出 版 的 著作 中 也 有 这 方面 的 题材 、 
RAER EXEC RU Fco REO RR, 4c— "E ERE EO 3X — 8 H H gil 
SBR PFE. Tii nu BP SE a a T e 
HEHE ,其 详细 研究 也 不 属于 本 兹 范 园 ， UK Apostol rt? PB 
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殊 夯 数 也 专 阳 了 几 和 世 , 作 了 稍 略 的 介绍 ,这 些 亢 数 还 是 最 近 见 年 来 
一 些 花 文 所 致力 研究 的 最 后 一 章 母 画 数 , 收 集 了 很 多 材料 ,这 是 
彼得 曼 教 授 泪 下 的 规划 之 一 .他 所 竹下 的 其 他 材料 包括 有 定义 特 
TREE BUSI Ds BR PEARL n ASE, 8 8E Uk 99 A 
我 们 在 粮 辑 过 程 中 决定 把 这 些 材 料 都 节 略 了 ,没有 收入 本 书 之 中 . 
本 册 第 14, 17 两 章 的 编纂 都 是 哉 又 性 质 的 ,我 们 希望 , 尼 应 能 给 读 
AL ELS TRU 

BAER — A PE, EER REREH, BEES 
RIESE ARNT Pr Sir BARE, ECR Sa EST RS, 并 可 帮助 
读者 找到 其 它 材 料 . 4e jd RAAB Rl di SFE. 

BAAN RS RAIA. 前 二 斯 中 所 用 的 一 些 记 法 在 本 朋 中 仍 
REA, AR RN THEM, SEIEN SLIM, 
SCH) RMBs AREAS, ARES KARATA 
A. BA Be sd BSB A Bs PS, BT 
一 数 为 章节 ,后 一 数 指 方程 . BRAD PAAR, 1 至 6 章 在 
第 一 册 , 738 13 章 在 第 二 斯 , 14 至 19 RRM. Phin, 3-7 (27) 
是 指 第 3 章 第 ? 凶 的 方程 (27), 在 第 一 册 中 ; 15-3 (2) d$ 15 3k 
第 3 节 的 方程 %), HAMEL, 

A. 爱 尔 台 里 
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第 十 四 章 ” 自 守 画 数 


这 一 章 所 引 壕 的 县 自 守 画 数 特别 是 模 画 数 的 许多 基 砍 定义 
和 一些 比较 容易 遇见 的 例子 。 这 一 科 昌 的 许多 分 门 ,包括 从 论 , JL 
何 的 不 同 分 枝 , 数 论 以 及 复 变数 夯 数 葵 的 许多 重要 方面 都 不 于 计 
ta. Felix Klein 的 基本 概念 , Fricke 的 颈 蔡 研 疾 成 果 , 最 近 Hecke 
A C. L. Siegel 的 发 现 ,以 及 宪 们 的 硅 果 与 数论 的 联系 等 等 并 也 没 
有 提 到 ,关于 Poincaré 的 8 BER SA AI RSE 

KERENHLZER. 整个 本 章 中 最 重要 的 参考 书籍 为 : 
Fricke (1901-1921), Fricke & Klein (1897, 1912). Fubini (1908), 
Giraud (1920), Schlesinger (1924), Ford (1929). 关于 数论 方面 
HEA Reid (1910), RAC; MBA Van der Waerden (1949), 

A AIL UA PRERZS A EXT: 

14-1-4 Ford (1929) 


14-3 Klein (1884) 
14-4 Krazer & Wirtinger (1901-1921) 
14-6 Klein & Fricke (1890, 1892) 
14-6-4 Fricke (1916, 1922). 
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14-1. MARAEA 
14-1-1， 对 应 变换 


R z 为 一 复 变 数 , 它 或 者 代表 广义 复数 平面 (包括 有 矮 蹇 远 
点 ) 上 的 一 点 catty, RAR AAR 
(1) af+-ai-+a§=1 
上 的 一 点 (zl Tas 15) : 这 一 球面 称 为 歼 曼 球面 , 记 为 Su. SRP 


2 高 & 8 dk E 数 
LASSER ES SASS DEH PE SE : 
@) x 


=i, pots, z=r-+iy 
1l+2, 1 工 十 zs 


请 
Laity Lr? +9? 1422472 

S, 在 = RER BO RP. RULES 

ium EAB meee. AEE RAAB TE 69 d 

RB GER > 一 ce KB), Bit, 32m) PA E] A Ya Bl oie Ee , RM 

don RI a Hs TIBIAS — Er ia ERR — AR. en AREE A ES 

远 点 ,那么 它 在 欧 反 平面 上 的 表象 将 包括 二 个 分 量 ; 此 外 ,复数 笠 

而 上 的 线段 是 一 连通 集 ( 一 分 遇 在 无 罕 远 处 连结 ) . 

设 0, b, c, HERMAN EFF 
(4) ad—be=1. 
则 关系 式 


, 924-5 
(5 2 = 


是 = 平面 或 5。 球面 映 成 自身 的 一 种 映射 , 称 为 对 应 变换 (或 代 换 ) 
c. 在 这 一 哆 明 中 ,我 们 把 2 作为 复数 平面 上 的 另外 一 点 .另外 还 
有 一 种 解释 是 把 =' 作为 同一 点 的 一 个 新 变数 或 新 坐标 , 但 在 这 一 
章 里 ,我 们 一 般 应 用 前 一 个 解释 ， 如 ad 一 5c 关 0, 则 映射 (5) 3E 
退化 的 ,而 由 于 (5) 是 a, b, c, d 的 齐 次 式 , 故 总 可 以 使 (和 ) 式 的 条 
Pre. BE, (4), (5) 二 式 定义 了 一 个 最 普 副 的 非 运 化 映射 ,其 
形式 如 (5) ，[ 对 于 一 个 退化 的 映射 (5), ad 一 bc 一 0, MIREYA 
ERARA] = 与 z' 之 并 的 关系 是 一 对 一 的 .从 (4) 及 (5) 
可 得 


dz'—b 
(6) z= er ta 
设 0' SA TX) RECS, 
a'z -- b! 


NM ol(z)= a'd' — bc! —1. 


ced’ 


Sree FT we 3 
EU 
mor g _ (0 4-7 b'e) 2 d ab -- b'd 
(8) ele G1 = mes +cb+d'd 
也 是 一 个 对 应 钱 换 , 因为 
(a'a+b'e) (eb -- d'd) — (a’b+-b'd) (c'a+d'c) 
= (ad — be) (a'd' — b'e — 1. 
代 换 (8) 称 为 代 换 o' 与 o (KARKE, FERRY o'o. 任何 有 
限 数 的 代 换 的 积 可 同样 定义 一般人 说 来 , aa 与 cc" AR, 
c 的 反 演 是 对 应 变换 


dz—b 
9 ‘= 
(8) © —cz+a 


HRY o7. 4m I Hi SR, T(z) —2, ARR 


oo! =0 lo =] 


= 32), ad—be=1, 


或 
c(o(2)]-c^![c(z) ]— 2. 
和 任 一 对 应 代 换 将 So ERSTE— Be, RO TA IR E 88 
任 一 连锁 的 一 对 一 的 S, 映 成 自身 的 映射 县 一 对 应 变换 . 


14-1-2. REA. ARDA 


如 果 o (2) —2, WIR C 称 为 变换 o (2) 的 不 变 点 .如 2 关 0, 出 
(5) 式 的 变换 o 的 不 变 点 为 


ag la d--L(a--d) - 494} 


=p (a7 d- [(a--d)! - 496; 


dp c0 而 c#d, 则 不 变 点 为 

k=bj (d-a), i-e. 
án c=0 iii a=d, 则 二 个 不 变 点 重合 于 撼 震 远 , 如 再 有 ?一 0 则 
每 一 点 都 是 不 变 点 . ERARA T & 及 b 的 公式 的 时 候 , 我 


4 高 X Hox Pm 至 
个 用 到 公式 (49)， 


对 应 变换 根据 不 变 点 的 不 同 可 以 分 成 下 面 几 种 ; 


(i) 恒 等 变换 。 每 一 点 都 是 不 变 点 
a=d=+1, 6=c=0. 

Gi) 抛物 变换 ， 二 个 不 变 点 重合 
&-4-d— +42, b - 60 C. 


代 换 可 写成 如 下 一 种 形式 之 一 
1 1 
Fa ar aa 
2 一 2 十 
在 第 一 种 情 允 下 


CE (= TS, 8= tcH0, 


在 第 二 种 情 观 下 ， 
a=d=+1, c=0, 3=5/d+0. 


(9 oo 


[—0. 


(ii) 具有 两 个 不 同 的 不 变 点 C. 及 bs 的 代 换 .这样 的 代 换 


DES OE am 
2 一 局 z=% 
qr E C1, Cp 00 
2—G =A({z— č) Eoo, a= oo, 
其 中 


= {(a-+d) — [(a-- d)? — 414), im c#0, 


A-—a 如 c=0, 


这 里 又 分 三 种 可 能 情形 ， 
(iia) [Al =1 BERM 
Gii b) 2% 是 实数 DUBE 
Giic) 不 是 实数 ,但 | 天 1， | BARRE. 
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对 于 尾 一 对 应 代 换 + 来 说 , 代 换 o 和 1or 称 为 相似 代 换 . 

凡是 相似 代 模 都 属于 同一 类 型 ,也 就 是 瑶 , 都 是 本 图 的 ,或 都 是 抛 
物 的 等 等 . 


14-1-3. f Hp X 


对 应 代 接 o, oe 的 一 个 集合 G XIOS — TR, OR CAA 

如 下 的 性 质 : 
(i) ete 了 包含 于 G. 
(ii) 如 果 o 包含 于 a, Not 也 包含 于 4. 

(ii) mo Ro' 包含 于 G. RJ oo' 也 包含 于 8. 

如 果 G 中 的 任 一 代 换 是 有 限 数 目的 o; HERFR ARE AT 
HIERE, WARE o1, cz，…… 就 称 为 是 C 的 生成 元 

二 个 点 卫 及 P'(S。 上 的 或 复数 平面 上 的 ) , ARP P', UAR 
为 是 关于 G 等 价 的 或 相合 的 , G 中 必 有 一 个 代 换 可 奖 卫 映 成 P'. 

设 Du 为 8, 上 或 复数 平面 上 的 一 个 固定 的 开 区 域 (= 点 的 开 
连通 集 ) FPR G 为 一 对 应 代 换 全 ,其 中 每 一 个 代 换 部 将 Do 映 成 
自身 ，G 中 的 某 些 代 换 可 有 不 变 点 在 D, 中 . BERRIE C 的 
peter Cre 了 必 的 所 有 一 切 不 变 点 或 所 有 一 切 不 变 点 的 极限 点 
都 从 D, 中 移出 ;假设 移出 这 些 点 以 后 剩 下 水 的 集 D, (是 开 和 集 ) 是 
连通 的 ,因而 是 一 个 区 域 . 对 于 Di 中 的 任 一 点 Po 考察 一 个 由 
所 有 关于 G 等 价 于 P 的 点 钥 成 的 集合 。 如果 PL PASH P. 
的 点 集 的 一 个 极限 点 ,也 就 是 说 ,如 果 所 有 等 价 于 Pa 的 点 都 在 P, 
的 某 一 痢 域 的 外 部 , 且 如 Di 的 所 有 点 都 如 此 , DR G 为 区 域 D, 
Lira. TERRA REN Fi, 
Siegel (1950). 


14-14. BAK 
现在 我 们 来 考察 对 应 代 换 的 一 个 车 G, 与 它 相 连带 的 可 以 是 


6 高 OS 起 E E # 

-DRRR (= Po M) P*, 具有 如 下 的 性 次 :站 PY 以 有 限 数 
月 的 阁 或 图 弧 ( 可 以 有 同一 国 的 几 自 不 相连 的 弧 段 ) 为 异 , 设 这 些 
[His BIER A, ds A, 禾 示 ;二 是 相交 的 一 点 称 之 为 看 点 , 拒 所 
有 的 大 点 记 为 Vu Par Va. Gi) FETA AIEEE G 不 等 
db. GD ROAR Ar, 4,… A, HERIBERT A,, us vr", 
使得 对 于 每 一 个 v, Æ G peep HE N 02. BI HE A, BOR A, 
(iv) 上 面 (iii) 中 的 代 换 of 是 G BONG, A a 9 的 每 一 
代 换 部 是 oF HOE CIE RT ER P8 09) HOARE AN 

现在 我 们 先 来 说 明 G (不 是 门 中 没有 一 个 代 换 的 不 变 点 是 在 
F* 的 内 部 .如果 P (在 F* 的 内 部 ) 是 G 中 的 o 的 一 个 不 变 点 ， 
JU c 将 把 P AS — “Bee P 的 某 一 降 域 ,这 二 贬 域 都 可 以 假 
ERE P* 的 内 部 ,但 这 与 (d) 矛盾 .现在 考察 在 G 的 所 有 代 换 
下 Fx 的 上 映像， 所 有 这 些 映像 的 翌 牺 粗 成 一 个 区 域 IX HE 
BAYS GD 及 (iv) 所 碾 的 一 个 连通 集 ]， 没 有 一 个 点 可 以 重 货 二 
次 为 F* 办 点 的 映像 ,因为 如 果 对 于 二 个 内 点 卫 及 了 P', 假设 有 
c(P) =o (P^), Mj P! —o'3 [o(P)], oo 3G, PG, dur RE 
PEP, 用 与 (ii) 3-8, wR P — P', 草 与 上 面 所 座 的 没有 不 变 点 
38. BAW eS P DAM ELK, A 
如 of P,=TP,,, 此 处 PLA, LS, iff BB A, beep oe 
点 . 移 去 F* 的 一 部 分 按 界 后 就 可 以 作成 一 个 区 域 也 , 这 一 区 域 
BORRJTD Rt A AR, CE G 的 代 换 下 的 映像 兰 复 盖 5。 
或 复数 平面 的 一 个 区 域 ,而 无 重复 部 分 ,区 域 就 称 为 O 的 基本 
Km, 

要 作出 F, 可 将 P* eR RWG) LTA 
BER, 4. AL: AO PBB, ER 再 
将 PU oss AERE MRA HODES SEES TUS T ng — 26 T8 
ARE TA CADO 4e fk— 2E rp RET — ELE SER PP SCR DAE. 
所 有 余下 的 点 的 集合 (包括 P 的 所 有 内 点 ) 就 是 G 的 基本 起 F; 
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BASH A AEE, 

E oy ca 为 G 的 代 换 , o, WHR, (tho, MEE Be 
BF, AP =F. BUB F, RARER D(- WERTE 
开 的 也 不 是 于 的 )，DPi 的 内 部 Do 是 一 开 区 域 ,已 在 1471-3 Gb rp 
Aree. 

Bad FRE, — o. (2). 序列 {2} 的 一 个 标 限 
点 称 为 G 的 杠 限 点 {oo 可 以 为 极限 点 ) IE 的 任 一 代 换 可 将 所 
FREIE AU SER EI SCHALE. Dy 或 D, AVF. 

NEE G 并 不 能 确定 一 唯一 的 基本 域 ,可 以 证 明 
(A Fricke & Klein, 1897, $ 2 Æ p.128), PB ia. a EA 364€ F, 
SEHE TE — XU PB ES 
dz F*ng— PE Ve tae qo V eg — gio naag xe 3 22/7, 
Hes REEL, dm Ve G ARRE = 的 一 不 变 点 ,出 o? 
是 恒 等 代 换 ; “就 称 为 = 或 了 WORE. I 的 一 顶点 如 果 是 G frt 
物 代 换 的 不 变 点 , 剧 称 为 抛物 尖 点 . 

对 应 代 换 的 二 个 全 OR GO, 称 为 是 相似 的 或 等 价 的 ,如 果 存 
在 一 固定 的 代 换 7, WERPE G = CT, ER wo 中 的 
每 一 个 o, 使 得 代 换 o' 二 +-1or 在 G 上 ,并 使 Te 
TARZDA G 中 的 代 换 FRE PRE 
域 , 划 oP PG QP EARP Be RU F 
有 点 T (e) A]. 

FERREE EITE EER R, RE RR RE 
WRITE Fricke & Klein (1897). HAM MMe H t 
BRAES, A APRA 2 BERG EHE MIS ic he 
JES RUSE VEN, EUH — Er OE RAK, BLE 
条 件 之 中 ,前 二 个 很 容易 公式 化 ,但 第 三 个 就 很 难 用 饭 简 单 双 精确 
而 又 是 狗 普 坦 的 还 式 来 表达 .我 们 对 J^ 的 顶点 所 下 有 限 数 的 假 


ê ERBE 数 
AA RE EGE RER, 

LF SEE PHAR ER Bg ENE 14711, 14-12 rp Pr 
FIRIR 


14. FSFE RE 


(D 2,50,(2) = ad. —b,c, =L, r=0,1,2,-°- 


—— 

aj=dj—=+1, 5Q,—o0,—0. 
设 G 在 区 域 D. EMM AERE PY G 的 一 基本 区 域 ， 考察 自 守 
Bid) (s 9), 它 满足 如 下 的 恒 等 关 系 


(2) $(,)=4[o,(2) 1— ple) r=0, 1, 2,--- 
这 些 画 数 在 一 奇 点 和 KERHA 可 用 一 单 值 化 变量 # o 38 
明 , 带 式 如 下 : 


(8) Plz) ^ (a, Hat Hat), 
其 中 om 为 一 吾 数 ,对 于 OK EEE 
如 zy 不 是 G 的 一 个 民 换 的 不 变 点 ,分 


(4) =z z #0 
(5) £z 20 一 oo. 
如 eo REC 

1 i 
(6) zi—m z— ar Arm 
药 不 变 点 , 则 合 

3m L 

(7) | t—exp (= " =) 


正 负 号 的 选择 应 当 使 了 上 za Bp, £20; din 2 一 ce Epe 
(8)  z'—-z48 
药 不 变 点 ,出 合 


Stee 自 守 图 数 9 


JEG BER US WE EP iy 2-200 BY, 2-90. 如 加 E i Beh 
图 代 换 的 不 变 点 ,26 BERN ARE AP 


(€ — ža d 1 
(10) i2 (£n) Z$ 02, 29500 
789 
ii tm: 2 = o9, 2456 00 
d 
25 t-—(2-2) Bg Oo, A= 60, 


RETTEN ir (2) 二 中 (8; 6) 3 G ir (或 
ET G 的 ) BTM, REE PRAE: 

Q) é) 在 F LEN BARERA EE A 
A. 

(ii) dm b(z) 4E F I 24 上 解析 ,到 在 D, 之 内 ,可 将 之 解析 
开拓 至 e, 0.(2,). 所 有 可 能 的 解析 开拓 (在 Do A) SIUE HE 
同 祥 的 值 bar), H dla) 一 中 (so)， 

(iii) 在 一 奇 点 e, B-TBERN, de) WARE (3) 的 形 
x. 

üv) Bl) 不 是 一 常数 . 

LEBER REN ESTER CR) Pa 5 H 
FERIEN. bE SSE BCE PI Ey A FH BY 
Bs 14-7 节 的 定理 一 般 有 效 ; Ford ((1929, 86 各) 把 这 里 所 讨论 的 
—3 E PR A PE. 

Fp EU Ee BE G 的 各 代 换 于 的 不 变性 ; 
3X — MEE rh OARE. DM, PLE War ol a OE 
BER—- EINS e Bea — Eae a TY ES, AUR nv AH AF 
画 数 这 一 名 称 ,这 祥 推 广 的 一 些 例子 见 14-11, 14-12 f, 


14-3. IE 
—# BTHREN pma c RERE HER 


a aa. a MH ei a OE > pe re rn A Mad an Kia ment oe oT o 


10 高 UB E NE E: 


的 代 换 所 粗 度 ) ASK U EL, RPS RR RA (UR UR X a 
(REL ME BO, XE PORN PUDE Den BT a A 
的 一 些 主要 性 质 , 没有 一 般 情 形 下 的 那 种 复杂 性 ， 这 里 所 要 讨论 
的 蔡 县 二 十 面体 (由 20 个 等 边 三 角形 得 成 的 正 多 面体 ) 的 对 称誉. 
KRE DARE 20 面体 情 动 为 它 自 身 的 转动 雁 , 称 为 二 十 而 体 
3. ERRO (ETENE ADERE TRE) PAD 
ARE, ARE AGRO PRR, ERE TEE en PIERRE 
方 体 作出 ,站 厂 体 的 每 一 棱 是 十 一 而 体 一 个 面 的 对 角 攻 ， 在 任 一 
十 二 而 钵 中 ,用 这 种 方式 其 可 作 五 全 不同 的 阐 方 体 ,十 一 商 钵 的 任 
一 转动 就 将 产生 这 些 立 方 体 的 一 种 据 列 ,因此 , 正 十 二 面体 至 就 是 
HAPTER TE RE, M EEL PAS CTR Ch JR US BE UL 

发 一 正二 十 面体 内 接 于 14-10) 的 球 So FEE 
BET Sv 以 球 必 为 投影 中 心 ， 干 是 得 一 个 由 20 diete t m 
SHAG S, 的 模型 . 由 于 短 一 个 三 角形 的 形 必 可 以 有 20 
AERE, A5 SERE DAS a EL 2z/3)， 使 模型 保持 不 
变 , 因 此 , 球 共 有 60 May RAL PR Aa 

如 果 用 球 定 平面 射影 14-1 (2) GRR So 映 成 复数 > PI, 
一 20 ARZA E z PHO R, A E LA N A 
aH EELS 14-1-1 8, AR URAN. 球 
的 60 个 转动 固 生 60 个 对 应 变 痪 ,这 些 变换 碍 臣 一 个 村 Geo 实现 
为 正 一 十 而 体 擎 ， 其 项 点 之 一 为 * 平面 的 原点 ,以 实 z EE 
本 区 域 的 对 称 灿 ,于 是 G 将 包含 EZRA 


O e=- 


3 

D sewn” — 
(14-s5)2z--e* — (g—55)9 Ma — Nr 
eg — (Lte) — (Hz — (2 — e$) 57 


HES RT WET WIAA CHR UE METEO, E: T os 


B) T(2- 


Stok 自 + He n 

是 满足 14-1(4) 的 形式 .特殊 变换 乙 , 9, T 部 是 Gu 的 生成 元 . 更 
精确 地 说 ,G6 的 60 个 代 换 为 
(4) 8*, S*"TS*. 78", US*TS* 
其 中 x, 4= 0,1, 2, 8, 4. 在 这 一 表示 式 巾 层 等 变换 县 S, 

Lage THESE BPE, ERE F 的 顶点 在 点 
=i, 2, A 24, 其 中 
(9) ay =e7[84 +1405 — (V/s + MV], 
If 235 21 SIEM. P AOE Fe d TARAM: DEO hn 
At zo 与 Zi WERE Ay, An, 联接 si Æ Z, WIDL TL 


11. 5 1 _\4 
(6) Az——3-—3vV8 eos vi) . 


Goo MIATA TRIBAL AS, 9,8, T ARDIA 2, 5, 2. 点 ns 
£p 21 分 别 为 S.T. TS 的 不 变 点 . SHR A, 映 成 4 下 将 联接 
e, 与 2, 的 A, PRE 5 及 za 的 部 分 . 因此 ，4s 的 二 定 
EMEP ROAR, zs 作为 是 一 顶点 , 而 E 顶点 的 全 集 旭 最 2o 
24, £y 21 AURA RAHI AE 14-1-4 节 移 开 , 风 下 在 60 个 变 
fi (4) 下 的 映像 将 盖 满 整个 2 BRB. FES, 上 的 三 角 
HARTE = "Pug E65 fa EHEN, Forsyth (1900, 图 104, p. 660 
及 图 107, p. 667)， 其 中 三 角形 分 六 个 变 替 为 自 的 及 其 的 ( 险 影 )， 
MR BER, 

de EE BUGS T PrE EL FERNE 2 A ER, BP DAE 
(例如 , SA Fricke, 1926, 第 2 好 ,第 3 章 ) ,它们 可 用 如 下 的 画 
HARRE, 
(Tj wlz) = 2-41 — 228(215 — 25) -- 494 21 
(8) v(z) —299-- 14-522 (235 — 25) — 10005 (2294 219) 
(9 wiz) =z (2 --112*—1) 7 
再 法 如 下 :说 如 lm, n HBR, n>0 [Au n=0, All (10) 中 的 和 应 
Ji 0 代替 , (10) rene RNa 6, = l, a, 及 5, HER 


12 CES NO NE HH # 
We, rel, HR 

(10) 204301412 m- 60 $, e, =0. 
A) i 

(11) iz) = utoru H (au? + bv?) 


是 Ge A HAR, I A ART ARR BR. 
th TEE u, vu 都 不 是 独立 的 ,并 满足 关系 
(12). 一 位 十 123w5 = 0, 
故 知 表示 式 (11) 不 是 唯一 的 . 

XT OL) AMEH Ei ^TURHSÉCA SE SUCRE rS. Br TRE BG BT ai. LA 
A GB E SEIS CE An OE BA, SL Fricke (1926, 
第 2& 册 ,第 2 及 第 3 章 )， 

对 应 代 换 的 所 有 有 限 春 部 是 可 数 的 . HPTGIGEEÉBRSE Pe Be 
的 理 脸 昂 Fricke (1926, 第 2 册 第 2 章 ). 


14-4. Ht ott H 


dum G MER BRT SAR, AR A, RU 
FEIERTEN th ee BA Ted ERE. RICHTER 
FESS xn ROPE (cao PY SER EFT Pr Bt. X€ 
这 一 情况 下 , Do AERE EKA, NETTER = t6 d 
& QGUBOS HL 2 "Pi Be ACTS ey ARS. PR SS a ES 
取 如 下 二 形式 之 一 ， 或 者 是 有 一 固定 的 实数 或 复数 o. NUR 
(1)  c,(z)-—2z-rru, r—0, +1, +2,- 
或 者 是 有 二 个 固定 前 实数 或 复数 o Ko, 使 得 oo HHH, E 
的 代 换 则 为 | 
(2) Tyr (2) =z Hro rw p,T'—0, 41, m2. 
TER (D Wr HUE ASSERERE 下， 


(3) t= er) 


a 


A e E E 


Sree AT HH i3 
EG 的 一 个 身 计 画 数 . tE- ERIE (— DRY AERE a SAE 
3: 838 fi 2H) ER MER EIL ^T UH ZECE HORE XX — JE XL. 
因此 ,在 这 一 情形 下 , 3 WM Pea AED S] IO Un E, FAG o». 
如 果 G pfe (2) fidc, BIG po B FR = PART 
W Bp [El ian, Ja, 13-11 On) ERE, JL ROS co. w 
WARR, T- ER DOE TC IER ERU = PS PL. 但 是 ,可 
PREH (A 13-10 i), — AE Se TERRE RRA AICTE 
dh rS RI, HER, A, PRAT EJ. Eft br" SER ig SE OE 
FABFRH. 


RMS DALAI Ae — REC ER TE PT HER =2, 8, 
4.-- OB | Pelee, HSL EB FR KR AANA ep (或 
少 一 点 ) 个 周期 ， 所 请 周期 ,以 27° 个 常数 

(4) Gua pool, 2,---,9;u4—1,2,:-:.,2p 
BEA. Opa ARTE RE , MA-ES. PAREN, RE dE 
3 RS IR Ee a Je WE 

(5) Gus = ton Spul eu. Dig ppp Oy T ua fey FE Lee, P- 
式 中 5,, 为 Kronecker 符号 ,6 AID H 

(6) Re > > Ey, <0, 

其 中 x, 都 是 实数 ,满足 条 件 

N Na 


avd 
BE p hE PA HA un to) 除了 在 不 是 本 性 
SECHS — REMI ELA ETAT H oe) wp METER A BIER 
JF ALAR BE de xou BM p PREM HE. RMR 
PIOS ty, +++, Uy 的 2P EIER, An RE — SR T nu 


Suuman. ae m$ ke. me rend a nn 


(9) Flay th, tta Up th) = Fi, rats Ug). 
这 里 f EHEN Qs. 2) BERN, HE ous WELT 
及 所 有 实 的 Ay tt. haps MARKER 


an 
> A 
a=1 


为 二 … 二 hp 一 0 HERIDA PROS DUE. 

可 以 证 朋 , 对 于 满足 入 ) 及 (6) 的 周期 ww 的 任 一 已 知 第 , 必 存 
在 有 2p- 重 周期 西数 . 常 存在 有 p TREE CRB RW 
立 的 ;任何 Pp 十 1 个 这 样 的 画 数 都 可 以 用 一 代数 关系 来 加 以 联系 
(p=1 的 情形 见 13-11 他 ) .每 一 个 8p- 重 周期 而 数 都 可 以 者 达 
为 适当 地 选择 的 9 两 数 的 有 理 病 数 , 定 义 为 P 重 的 请 极 数 如 下 : 
(10) Ou, ttt, Up) 


_ > exo( 9 Sa nume mss) 


Hasc) Mpa os ol ow 


其 中 ar 是 实数 或 复数 ,使 得 Re om 组 成 一 负 的 定 对 称 和 矩阵 , 即 ， 
Oey = Aup 而 对 于 所 有 满足 条件 

p 

> 22>0 


u-l 


ASE ri -- Nd 有 


a1) Bel HE 


» ve 


ETSE APMED RES BERRA 
HRS a age K A Baker (1907), Krazer & Wirtinger 
(1901-1921). 


14-5. RETTET 
Bc H-MRS, DAP SERA LIT A 


第 十 四 章 AT HR 15 


一 代 换 可 表示 为 如 下 形式 : 
gor in ü 
re Im 
oh 


g'— p m Pe (g — E) 
根据 名 只 ce pL co MEET Gi, HMR eco. 这 里 P>0， 
PÆL. 如 中 为 2o ARR, ACE HY, A. 
现在 来 考察 由 o 所 生成 的 化 G. G pons A o" n=0, +1, 


. 代 换 o? 可 表示 为 
0) p pet Ls Goo 
" 
(2 2’ h= Pret E) Coo, fy — oo, 


其 中 P, 由 都 是 上 面 介绍 过 的 量 , n 为 任 一 ( 正 的 或 鳃 的 ) 整 数 . 

BG EHART L RO RRM RAR Po CB T F 
ALF 5 2%) BALE. Dy TPR — BF FROH 
一 分 开 5 X C, HOTT PSE RG 5 及 Co ER a Eg C, 
ABBE) FRE Co 由 o" Rien [B] C... [B] C, m=O, £1, x2, --- 的 序 
| AJEG 下 是 不 变 的 . PBA TS JE AR. IM 
BeOS C, 及 Cus 所 图 成 的 任 一 区 域 〈 一 图 中 一 个 是 区 域 的 一 部 
分 , 另 一 则 否 + 邹 可 作为 基本 区 域 P". 


WATER 
(3) u=log- = 二 co 
wu log (2-05) D xen, b= co 
Fes RR [BI pe e, E Dr 


N wy =log Pid, a, = dat. 
RENNER AFFE ARE Pe, BY AD PA S 
Bj, SEG 与 14-4 1) ny SSmo dE SCRIBE; 371 362 P 3E 


15 Bot go xA He X 
有 代数 上 的 差别 , 宝 们 都 是 同 鬼 和 的， 但 在 所 合 的 区 域 上 却 有 很 大 
的 不 同 . 14-4 (1) 的 区 域 Do HALT oo) 及 基本 区 域 了 OR 
限 带 城 ) 都 是 单 连通 的 ;而 本 凶 的 区 域 Do (平面 穿孔 于 一 点) 26 E 
eX A 也 (无 公 其 点 的 二 贺 之 间 的 区 域 ) 基 是 汉 连 通 的 在 一 双 连 
36 D Gn ) 上 , 丽 数 可 以 到 处 解析 ,但 却 是 多 伴 的 ,这 与 14-2 Gi 
的 条 件 Gi) 不 后 .我们 需要 -~ 种 周期 性 ,使 画 数 在 五 上 四 镇 ,而 
第 二 种 则 器 能 根据 14-2 (2) 把 它 转 化 为 F 的 映像 . 
关于 在 骨 电 学 边 值 问题 上 的 三 用 见 Burnside (1891, 1892), 
其 中 所 研究 的 是 2n (也 可 说 是 2) 个 边界 图 的 情形 ， 


14-6. RR 
14-6-1. iH 
i M 为 所 有 对 应 伐 换 
, afr b E 
(1) ng ad — bc —1 


Hid, Rex a, 5, c, d REALM, RIP M WIER ( 见 13-24 
Gi) "EESTI EARRAS EATER. Im 22-0 ph i E 
fp. R D, A EPER. H M 在 D. BT. 点 化 
(2)  Imz0, |z]z1, —14<Re2<0 

gk 1z|71, Ü«Reez« ls 
AAR Re. F 的 顶点 在 点 
(3) a= — Va ive, 23 — d, 24 16416 iVG, g= o0. 
由 4 二 5 二 4 二 1, 5 一 0 所 定义 的 代 换 0, 或 
(4)  z'—ec(z)-—zs--1 
将 连接 2, 至 2, RR, 至 2, RE Pr. p DM 
z, WARE. b a=d=0, b= —1,c-—1 Brat X 69 FUE r, 
» 1 


6) Her) 


第 十 四 章 B THK iT 
HE ea 与 2, HONORA JAS EAB ETT TT PEE DW ET 
Jg — ^ ARE 53 — ARE SUPE BAP AB BLE) 
@ M hort., BF VHT, re M 的 性 一 做 换 都 可 此 
Sota PRA 
trat. MIT 
其 中 
£51,2,3,--.0,,2;—0,1,2,---,— Na 3 


三 这 些 代 换 下 , 7" GRE LORE Pi, BES. 
14-6-2. dE UE E JD 
ARSE M ydo dec J (2) WERE ERE (ER 


Hic dean, FL 13-24 85). VERBRANNT 
与 它 害 切 相关 的 一 个 画 数 就 是 Picard Hj DA BE AA Picard 定理 的 
et J (2) WEERT: 

(i) BiB Sie) 在 Dy CERRO EXER BOUT SET RE 
M 的 所 有 代 换 14-6(1), 有 


^ F T r 
© Jes (FEIO Ge 2, ke). 


Gi) BH3XE w-J e) WES (h 14-6 (2) Weg) aiei CE 
T) wE EFT —oo 至 1 的 实 eh, A 
(2) J ( — V tiv 3) =0, J (£2) =1, J(oo] =o. 
ii) 根据 G) 及 Gi), J (2) E.M SET. HI M 的 每 一 
ETERNE J (2) 的 有 理 画 数 . 
此 外 , 实 z- 轴 上 的 每 一 点 都 是 J le) BOSE SE Te) 的 
自然 边界 ， | 


ARAE, Im (o fw) > 0. 把 w Ko! AES AE ELI, HRA dee HY 
斯 不 变 式 


ares corse conci Dee m rr 


18 高 us 超 NU ME 
(8) ga fa, o) = 60 2! Greco + nw’) * 

d (6, w) = 140 3! (ma 4- na) -6 
LR, 13-12 (13)], 式 中 2 ge ZR Cu bb BE Oe BM Be BE HE (m. n) ff 
m=n=0 应 除外 .再 合 | 
(8) Ala, w) = gi —27 gj 
[5 13-13 (7) ]. 显然, 98/4 是 w Rw! HERFREN, Al te 只 
IK r l 
(10 z=a'/a 
我 全 把 它 当 作 是 一 个 取 值 于 上 和 全 平面 的 复 变 数 . 我 全 有 
(11) f(z} = g3/ A. 
[A 13-24 (4) ]. 

在 

(12)  E,(2) =otg, (a, w) = 60 2" (me +nz)-* 

E (2) —afgg (w, o) = 140 A (m-n) 
wom Rn RHPA BD A d, Emm ed, m= — td, 
s=0, s Rt HAILA pi. Ans—O, Hj2—1. SAH 
1-13 (16) 式 游 出 的 结果 


m1 x Al # 

13) ange Pid: 945 

最 后 可 得 

(14) E @)=4 ot m » en] 
? 3 fas Ziel, emg t 


E.G) = wë m (sz — t) ~| . 


在 最 后 二 和 式 中 , 5 取 所 有 正 束 数值 ,而 对 于 每 一 4 上 取 所 有 互 质 
于 s 的 整数 值 { 正 的 , 负 的 及 需 ) . 
圾 敌人 4 就 是 艾 生 司 丁 入 数 的 例子 .这 一 般 数 的 特征 性 质 是 


to HSL ro 


Sree AP BR 18 


(8) 式 中 的 表达 式 9; 及 94 分 别称 为 一 4 次 及 一 6 次 的 齐 次 
RISKIEREN co, co! 并 表达 的 模 形式 ), (14) 式 中 的 By 及 
Es 称 为 非 齐 次 模 形式 ( 即 用 茵 齐 次 变革 = 水 表达 的 模 形 式 ). 关 
于 模 形 式 的 定义 网 Klein 及 Fricke (1890, 1892) 及 本 书 的 14- 3-3 

ty a,b,c, d Xj SE, ad — bez, Hi) s'-as 一 ct, t = di — bs 
Bi SUB f SEHE BEBO QE Ae SIS AR s, t 取 值 于 这 一 集 ;应 当 理 
A. 9,t' 及 一 9', t 对 中 只 有 一 对 出 现 于 这 一 集 之 中 。 由 此 可 
知 , 对 于 M. 的 任 一 代 痪 14-61), 
as) E (x) (Cs 二 相合 人 


E, (= -È 


H 
[EDT 
Q6 JO rg TU OR 

Wi HE (6) . 

MAR (4) Han EQ) 及 Be) 都 县 D, (上 全 年 而 ) 上 z 的 
FREE , 实 加 就 是 这 些 醒 数 奇 点 的 轨 踊 更 进一步 讨 阶 老 
Bi, 了 (z) 也 具有 同样 的 性 质 [ 乞 上 而 的 (上 

ji PE 
(107) g-e' iai « 1.. 
电子 代 换 z'—z--1gk M op, Bean J (2) E z HUP EES iy 
z &g— ^- EB, ENS 1. Bill, J (2) XESHUTF. «—0 的 单位 
图 中 ,将 是 o ae REC Re, WEHT RE, 

这 里 所 说 的 展开 可 根据 下 式 进 行 ， 

we ORF ALD du^ (O80) 


Q$ J()-g o5 Tar ap 


20 f Bod 8 x Hh 数 
这 一 公式 系 从 13-24(5), 13-19 (225. 及 (23) Ak, Hop 


(9) éi—-6[() 2s g T (1 - e? 
n= 
0, = 0,(0) == 29% T] LO 9") Ge) 
948,00) = I EG — 47) G gtt] 


f= 0,(0) = IT [1 — g?*i (1 — 2] 


CA 13-19 (16) ] 都 是 以 0 为 自 变数 的 O ir. 从 (18) 及 (1 办 可 得 
M TERKETA: 


(20) 1728 F(z) =g + > aa gets 
n=b 


zR O< |g | <1 eae, MARA AEG O24 
时 的 c, GXEf A Zuckerman (1939). JA (18) 可 得 的 另 一 表达 式 
为 
bi - 8 
m 340 N nig) (1 — a) | 
122g? II (1 — g?") 24 
nei 
ABN RRR 
应 用 2-7-2 Hi, J (e) 的 性 质 Gi) Wen J (2) PRT A 
SHEBART, ZWAR 13-24 (2) 13-245) & 13-8(5)-(6). 
A . 


i 1 2. 


5 5 4 
FQ) es: 12 3' 路 
其 中 7^, 为 高 斯 超 比 航 数 ,由 %-103) 定义 ,引入 


BA 


第 二 四 者 Eos we " 
115-7 9 
221] * 
(3j yo L4 _ r (Ta) r(5) 
.12 3 
G0 a= = V3) 7 


Ae 98/3 JH ge 
iX 25 Ela T Ebr IBI PI SIME J 所 对 应 的 = 的 值 . Xe EDI Blas 


外 部 ,有 
e (i i um ‘) 


E 
-1 
a. (s 12' 1i: J 


|J, 71, lare aa tee, 


(25) z= emia c 


(260 Zmiz= — log J —3 log 12 + 


Aag oP) NE RT, AL 


(237) G(a, b; 1; w) = > an ty (arn) +00 +n) 


— ti(n-4- 1) +a) Fue) - 90]. 
b 表示 ERHXESDHOSONOE(R, Fricke, 1930). 
关于 模 不 变 式 在 数 葵 上 的 应 用 昂 14-6-5 Qu. EEE 
论 上 的 应 用 (应 用 于 Picard 定理 的 三 明 ) A Hurwitz 及 Courant 
(1925) &, 


14-6-3. HENTE 


FAL PEA ES XC PEE IE TURA 对 应 代 换 
üz--b5 
ca --d 


中 整数 a, b, e, d M Aet Y. 
BE me Ar ESR, MOS M 的 代 换 (28) TA TA 


(28) a's ad —bo—1 


25 高 R EREE 数 
件 的 代 换 的 集合 
(29) «-4-1,6, nen 1,b,c;d—1 
都 是 可 帘 m ERRE, RBAN ML, ASL PAE AR 
IE M nm ik OBAH Stufe) EMER. dE Mn PA 
面 Im 270 EHR, M, ig Me pc hon] ORR AE BEER 
M 的 基本 区 域 F [p (2782 30] 的 Yu Ar "AST. PK AC 
WEHRO. SIDE 的 "副本 ”就 是 模 代 拉 将 P 映 成 的 区 域 .如 
(30) m= PE PP p, 
XCP Pec Dy BOR RAR, op, ++, BER, A Y= 6, H 
QU) Y= 14m — pr) (L 022) A Be), m>2. 
下 面 我 个 髓 讨论 站 一 425 的 情形 ,其 他 的 录 in BI, Fricke 
(1926), Klein & Fricke (1890, 1892). 
ku m- 2, EL a, d HARE, b, o Ay TRAE, TER (28). M, d 

A RE (VA 13-22, 13-24 Oi). Ma EA Fa 可 定 尽 为 
(32) Imz>6, |!z-13|>13, Iz+1 lee, —ixRez«l. 
F, 的 项 点 为 
(83) z= —1, 2,=0, z, 1, 24 o. 
FP, 的 边界 由 站 钱 Re z 二 11 fe bE AS BERL) 2ri]-i 
RM, DAA, dy 表示 边界 的 部 分 如 下 ; 
(34) A: Imzz0, Rez=—1 

Az; Imzz0, j|ez--l$|—1$ 

Ag: Imzz0, js- lsi =la 

4, Imz>0, Rez=1. 
135 (32), 41 及 4s BS Pa 而 ds 及 AHAB Fu ZH 
PBR Ha HEX ARG 1471-4 的 说 明 )， 


(35) z'=0(2) =z +8, =r) = — 


Zzp. 
在 134 GrH CLARAE, =A) 是 M, 的 一 个 自生 而 


第 十 如 章 n o mou 28 

Hk, SE BRE AB aE GT AE Ma 的 代 换 下 保持 
ABBE HG Fo RET Bin: SR, AL, IE SPR AB A? 
ARH. hT is BPS, J (0) ROM 8 — 
El SFERAÉC , fcn J (2) 也 是 M, 185— + BPE, AL E? 的 有 理 
一 
“2? kL- k’)? 

BEN) ARAB 0 EREE 13-20(14)]. 我 
FE 


ICT) = /ltgm yt 


(36) J(e) 


此 处 
‘38; g=e”, |q] «1. 

Ae) 的 级 数 展 开 式 是 贡生 司 丁 型 的 级 数 , 可 从 章 尔 司 特 拉 斯 
多 - 夯 数 理论 中 推出 . 

图 数 
(89) w= A(z) 
A$ 2-2B TT EAR 
(40) Imz>0, 0<Rezq], | —1%|>1% 
BR, ge, z— 0,1, oo 4p BIE Fwd, 62, 0. 
这 就 是 说 , 像 在 J (2) SR, (39) RE Em 
ARIK, 根据 13-193) 及 13-86) KA 

e PAS, ot Apis o 

dn LIE ETE 
Bp oF, READER. 


24 高 RE E ME NE. 


Nehari (1947) 提出 了 (2) 理论 的 一 个 独立 半径 ,他 考察 的 
是 图 数 方程 
a) FO -AL/ (3) PL" 
HER: ej 
(43) f(0) =0, f'(0)2-0, 了 (9) FE ja] 1 时 解析 
确定 了 全) 的 一 个 唯 -的 解 fo (2). RTA la) — M) =, 滤 
"pog 4g 2 ROSA (38), 而 (42) 式 旭 主要 是 一 Landon ERE 
13-23 Wi). | 
现在 来 研究 M, M, WEAK Fs 是 由 F EEPE rp 
y,-- 60 个 “一 本 ”加 成 .把 五 be 60 PHAN 60 个 模 代 痪 就 是 
M 中 M, 的 60 TEE [关于 子 替 的 陪 集 这 一 概念 可 参看 
Van der Waerden (1949) 7. 
FREE — > EP A (2), 它 和 M, Fs 的 关系 就 和 I (2) 
5 M RF AQ) M. Po RRO. HEM AQ) 的 是 表达 
式 为 
- ( — 1) mom + Bm 
(44) A(z) = TI 
5 ( EN L) mgsm tn 


Ms 的 每 一 个 自 针 而 数 都 是 Ale) 的 有 理 评 数 ;起 对 不 变 式 
J(2) 是 M ttg FR Bine Ms 的 每 一 子 光 的 一 个 自 守 机 
co IT IHR AC) 的 有 理 殉 数 ， 实 际 的 表达 式 为 

8 7 3 
w 7 I SWAT 
其 中 u v, w 都 是 多 项 式 ,定义 于 14-3 07), (8), (9). 公式 (45) 在 
ERIT F. Klein 解法 中 有 着 极为 重要 的 地 位 . 

对 于 所 有 的 下 整数 1 BM DE] 是 M RF iu 
BATES. 在 耐 且 只 有 在 1, 2 或 4 的 时 候 , 才 有 一 个 主 同 余子 
RUAA My, Ms 及 Mae), ER D G0 3/99. 3 B TER 


wm of A OR 25 


14-64. HA dg 


如 果 f (2) REH J GC REA ERATEN A F 
[如 M, d$ X2). Ms 的 A) ]. FIRE >i, gu F(Z) 
与 fz) 可 用 一 代数 方程 来 联系 ， 这 样 的 厂 程 称 为 模 厂 程 . 

在 存 对 不 变 式 的 情形 下 ,我 人 有 下 而 的 情形 、 对 于 任 一 理 数 
L1, Ei J (lz) 满足 一 ! 十 1 RR. 这 一 方程 中 的 系数 
Ah J (2) THREE EA 508 PRU or 9 TEN ET ER. 
过 一 方程 的 根 为 Å 


KOROL JEF) en (> 


现在 我 们 水 求 J (22) PMR aR. DANS 
(46). j— 1257 (2), Jt —123J (22), 
RU fS 
(47) Pp PA (Fr +23 13. 317 j* (34-j*)—-2*. 31.52 (j?-- j**) 
+ 31.52.4027 jj* --29- 37.55 (1 4-7 *) 
— 27.39.59 — 0. 


14-6-5. SHA 


HARE ARR (Eisenstein RL, 0 HBO 在 数 洽 中 
有 着 重要 的 地 位 HEAR BE dz OY eH 17-2, 17-3, 17-4 HR 
Hardy (1940). $E TER J (e) RARP, 8) J (a) 是 一 
整 代数 数 ,只 要 o RAER MT BRR XY E SR. 
yA J (a) Brit ATA Be Beh Te A E Er SB M XXE 
Hae X; FR [E Fricke, (1928), Fueter (1924, 1927) 3, DV 28 
Schneider (1936), Hecke (1938). 

Jai — b mI Xp RG Hecke (1935, 1937, 1939, 1940 a, 
1940 b); Hl, Petersson (1939), IE FH LO C für 6; H5, A, Zassen- 


26 Em oS mA EEEX 
haus (1941). 

号 本 乌有 关 的 某 些 精 果 ,虽然 者 起 来 是 更 一 般 定理 的 特殊 情 
E, "XE Siegel (1935). 


14-7. PRR 


TEA-Bti rb BEREIT -下 对 虚 代 换 的 间断 本 的 分 类 ， 
井 提 出 一 些 单 变 基 自 守 面 数 的 一 般 定 下 .这 里 所 提 到 的 结果 都 以 
本 章 前 凡 节 的 定义 为 基础 ;上面 我 们 已 郊 广 明 , 这 些 定义 兰 不 是 交 
献上 最 一 般 的 定义 . 


14-7-1. EHDA 


E SPEHÉCHEEECRUT IS ROARK, Poincaré 提出 了 对 应 变换 
HOTT BE CHL 14-1-3 Bn 的 一 个 分 类 法 ，Friege 对 此 作 了 潍 
一 步 的 发 展 , 他 把 Fricke & Klein (1897) Be — #9 9 — 
MERA TEAMA, AHER a Fricke 及 Klein (1897, 第 1 
38) 的 p 164, 165. 

像 在 开头 斤 节 中 一 样 , 命 G 为 对 应 代 换 e (r= 0, 1, 2, )89 
全 ,这 里 

a,z +0, 


DD oa 


如 果 存 在 有 一 个 于 Co 可 以 用 每 一 个 o, EBURA EA 
3k G 就 称 为 Fuchs a. iB] C, RAG AER (Principal Circle, 
43% Hauptkreis), 同时 G MRR BEM, Ya C HA 
E/E), jul e 平面 的 一 对 应 变换 可 用 以 将 0 RHEL), 这 种 标 - 
准 化 有 丙种 : (0 Cv 是 一 单位 图 .用 所 有 的 c, IEEE Be By 
的 必要 和 充分 条 体 为 : ME 
(2) 好 一 e, — 5, |a, | Elbl por, 1, 32,- 
SCH XHedeJE BEST Be (GL Copson 1935, 8-31 (i s Hc AL SE te), 


a,d,—0,¢,=1. 


Brae Breg 2 
(i) C, 为 实 四 ,用 所 有 的 o. MEERE EN A 
(3) O ap bp trd, ERM., a, d, 一 er 天 小， r=0,1, 2,--+ 
TRECE FB VASE bb =E [BL 659 REDIERE RT P, 

AERE, G A LOS AR e CR, 14-1-4 8) : Be PARRA 
SA, WHEN, i 的 所 有 可 能 值 为 0,1,2 及 oo. 如 ?一 AG 
ERE- FRE (这 种 又 的 例子 见 14-3 Ei), 加 t==t, RU RI ELSE 
BH G 是 抛物 代 换 的 全, 这 区 的 所 有 代 换 共有 相同 的 不 变 点 : 这 种 
RELE 14-4 PRR, in l= 2, DU 14-5 馆 中 所 讨论 的 情形 ， 
及 稍 较 一 般 的 情形 ,其 中 STARKER: 

(4) oz) ar, (ee) el: 

Ap e $1 pb st = 1, m EE, A Fricke X Klein 
(1897). Au 2s oo, G fis e A ELS — HER e 4s , 3X — Hen FE — n 
BRS (BN BERS) de G Bg — PRR CER SCR, 14-14 BE). 

如 果 主 图 Co 存在 ,而 Co 的 每 一 点 是 G HSER A, BER Co 为 
G A PRESS [HI G 本 身 则 称 为 第 一 类 Fuchs €. 友之 ， ul green 
FATA BET Co JUI G 称 为 第 二 类 Fuchs Æ, 在 所 有 包 
T5 ESSE MERE THU 下 „RIR Oy Klein HE. gi-oo 
且 丰 存在 有 主 图 ,时 可 已 亚 明 全 ee. 14-6-3 pha 
METER RH EREA Bc ERR AN, 


14-7-2. 自 守 画 数 一 般 定理 


ae G Xp WC — AERE REESE CR, 14-1-3 (D gm FX 
一 NEFER 14-1-4 QD HR 00), 102) 08 € " 
cum (意义 昂 14-2 Sp). PT] — RS E HD EL SEHRSCIH ING 
于 13-11 Gif E ES EC RER CB BE PEST AE nas SE 
14-4(2) BF]. 
ZT ÉE^pEECGE LER. TEP LE, en T 
AML, — A AREER Ar io d Xo rdi. 


28 “= X dd E Gp wt 
IBI FE BI SEDRHARECAE A, RE ,对 于 他 的 


FE PER 办 (2) 及 页 (性 存 在 一 两 变数 的 常 系数 多 项 式 
P(u, v), 使 得 Pd), d (2)) = 0, 这 一 关系 对 于 所 有 一 切合 
$1G) 及 Salz) .有 定义 的 2 值 都 存 立 . 

HFHE-BRENE G. 必 可 以 求 得 二 个 自 守 画 数 由 (人 及 
(2), HUS G ME EEE d.) Re) 的 党 系数 有 
EEK, 13-14 SH €(2) RE) RRMA MRA 
这 一 定理 的 一 个 例子 ， 

RER G 的 一 个 自 守 画 数 Oe), EF 上 具有 一 一 队 极 
HE 的 其 他 处 解析 ,出 G 的 每 一 自 守 图 数 必 是 d.) 的 有 
HHR, KAPAR 14-6—2 Bis J (2), 14-6-3 WRA) 
BAC). TARER 这样 一 个 d. (2) FARIS TEE TRE P Bg RAT 
SETA TAE DUARTE RA RE SC ES 14-8-2 节 或 Fricke X Klein 
(1897) 或 Ford (1929). 

te Fe BE PF De Et SP Re by (2) 存在 , HER 2 — 000) 为 
w= thy (2) REM (LEU T, a FEED, BY d (2) 
WR 4 — 48 35679 — 20 则 7 (00) TEE viva SOROR, Be SD vis v; 
ERR DE 


à) uuy 


的 二 特 解 , u E w BT CEE — RA , 将 是 一 代数 
WAL, FA Ford, 1929, 44 他 ] ,方程 65) 等 价 于 起 比 方程 的 特 跌 情形 
& 14-10 8, 4E J (2), A). Ale) 的 情形 下 ,对 应 于 (5) 风 微分 方 
HA SRI WE. 

XP G ys fk ER, REHAU 14-1-4 ©) 
是 一 本 性 奇 点 .特别 是 ,在 第 一 类 Fuchs BET AF G abi 
有 自 竺 画 数 ,极限 图 是 其 自然 边界 ;极限 图 外 的 解析 开拓 是 不 可 能 
的 ， 


Wen: ee 29 


14-8. AFERZE 
14-8-1. — $z AA 


ENGER A PEA SE— Pa BH 
PRAT AY BB AS EAE DC (MORITA BE — 2E Ate PRE AR) ,以 
RAE HUB FRE T FEA Es 第 一 个 问题 是 作出 属于 一 个 给 
ERMA ATAR. 

ROB a De SS A R RERA ERRE 
TERZAMH A Fricke 及 Klein (1897)， 这 一 解法 需要 非 欧 
刀 何 学 的 完备 知识 ， 印 使 在 求 一 已 知 革 的 基本 区 域 的 唯一 标准 形 
式 的 忱 困难 问题 中 ,在 有 限 数 代 换 生成 面具 有 极限 国 的 全 的 情形 
下 ,部 分 答案 也 是 已 知 的 . 

至 于 第 二 个 问题 , 邵 作 出 属于 一 答 定 从 (具有 一 痊 定 的 基本 区 
域 ) 的 所 有 自 导 画 数 的 问题 ,其 从 14-72 节 的 一 般 定 理 可 知 ,基本 
的 问题 是 : 求 出 二 个 自 守 画 数 ,所 有 洪 他 骨 竺 画 数 都 可 用 这 二 画 数 
的 有 理 形 式 表示 ,并 求 出 居于 同一 华 的 自作 西数 之 闻 的 代数 关系 . 
述 到 效 一 自 的 的 两 个 有 力 广 法 在 下 而 14-8-2, 14-8-3 RIR. 

RE RBA dere AH DEDE E RUS [ET BBY EY D 
ORE, AUE PARSER FRR HE A 
SEifi RAMBO Neer , 


14-8-2. 元 要 曲面 
ETO RF, SE Aelia SHAR FI 
点 的 对 之 关 购 对 庶 美 系 [ 锡 14-14 Gi) ]. RR 


合 起 来, 剧 得 --- Riemann 曲面 S: 这 一 Riemann 曲面 可 其 有 过 
界 点 ,对 成 于 F 边界 上 G 的 伐 换 的 不 变 点 ， 这 一 Riemann dh 


S PARMI RAAT G AIR, 从 而 使 一 个 只 有 


30 m E 超 ME ME 数 


Bade DC EA E, Si E PE Set 于 Riemann ff gi 
-ECR —XEJE TERI) SUR ROUTER CRAVE 3C E Hel ERE Up GRON 
Hurwitz & Courant (1925). Vgl BH CHL 14-9 Bi) XEBISEUN 
Sie eR WEHREN EN. 

FERRER FE AE TS ARES BAL 最 简单 的 例子 就 是 
Riemann-Schwarz 三 角形 函数 , PIKE ye BP SCR C 
图 数 所 满足 的 微分 方程 的 有 关 定 理 ,可 大 大 14-10 节 . 


14-8-3. BRAD BRED ORR 


Poincaré, KARLA GS Ritter (1892, 1894) 与 Fricke (Fricke 
& Klein, 1912) 用 Weierstrass SEE HS Aa He E Br T 
自生 一 数 的 理论 . - 
iG ANERER Xu 14-2 BAR PG hu 
一 个 基本 区 域 . 
me s BR, EP or = 0, 1, 2, 0, Ro.) 为 一 实 
URHE, CERAT 1 [Ai olr.) 是 G BT, 
DY PSE TEAS eB] RA 14-2 EN u T 
西数 Wiz) 满足 下 列 条 件 , 则 称 (2) 为 类 (0, —5, v) 的 自 同情 
型 ， 
G) b@) 在 五 上 除了 有 限 数 的 点 为 可 能 例外 之 外 ,解析 而 
SU. 
(i) 如 果 (20) dk F W « 上 解析 ,天 在 D, 之 内 ,可 解析 开 
HE 2,— 0,0), 所 有 可 能 的 解析 开拓 CE D, 之 内 ) ADSL ELI] — 
fü vier): H. 
(LD) ble.) v(o (orto d, (ee). 
(ii) AES ATER, We) 可 用 14-2 (3) AER ER. 
Qv) $@) 不 为 一 常数 . 
IX o (0) RAPER RRM) 可知 是 G ENR Mx 


Bras AFTER 31 


en 

(2) sloop) 2 v(e,) vlan) 

gtk |v(o)| —1 8 HB Rage. We (1) 的 自 局 构 型 称 为 是 
-s R. — ^ BPRS, WIR v(0,) —1 TEE CHER ARE, A 
BBA EIAS, BPR — PREY E e REL bo BH M8 
BR. 

EIER BR HET A A ARTE. BY a (2) Ar Ya Ce) 

分 别 为 类 (G4, 5 vy 及 1， 一 sa 02} 的 自 辐 构 型 ,如 
Le, (o) [od (oe) J" — 1, p= OQ, 1, Ber, 

ju | 

(2) = [45 (2) "Eb; (2) ^ 

或 者 是 一 常数 ,或 者 就 是 C i-o SPL. 

EBEN SEA B LAB AY JH. Poincaré 9 PERKER, R 
们 将 在 z — oo 不 是 G WP X ag fita PARE HH SR BR BE, 
般 数 的 形式 如 下 : 

B PED Y [v() T C2+d) Ae), 


Am 2, v(o. e, d. 的 意义 同 142 ii A Bl, TE 2 893 
数 , HO) koc AE, XE C PTR EAST. SES ie 
XE Fi TR CH (2) 在 其 上 解析 ) J Seide ae, ny Hj 
Fe (2) =F Lop) | = Oye (2) See 
"[PABEBI Poincaré 0 ir (3) 就 表示 类 (0, N, v) M— TA 
用 5 RERE S A RS EP RL, Ze G 
— Hide OBES TAP eS DE, 3 PSEA a “SK 
BEITRETEN BP TE P, 
这 一 困难 可 以 用 构 作 在 F ERA RRI 0 GOR ves SPAR 


32 . 高 d d. dh m Y 
dob FP ARRESTS. »— h, DEUS aR EE F 上 
解析 而 在 # wap ESE Seas EN, CEB OR F 
Hz) EF 上 解析 eS RS) STS, FERNER 
了 Poincaré 在 级 数 (3) 的 理论 中 所 须 克服 的 最 大 困难 ， 
Petersson (1940) 38 H1 T 305 85 eRe A ALE Poincaré 

0 38 Be WALL FREE HE ECLOG ARR. Be G 为 包含 抛物 
代 换 的 第 一 类 Fuchs W, Mph RRR, CMEI RE os, br 

€, d, 都 可 取 为 实数 . Petersson fr z—a-biy, HEL + WH 
dT. 


E Gs b=] |t Gyr dee dy s>2, 


IRRE. Petersson hy AR G PF Wi we 09 IS ze dE, 
算出 了 (A ep h 是 一 自 同 构 型 ,在 be, fe 的 所 有 
Pi BSEC Spiizenform'"), Y, Age Poincaré 0 fr. 
Pree AGAR FDA 0 Akare FERT FES ek Be HR 
ome dG E Ee Be GO 3E b] 34-3. RU EMS, 
vG,) =1 TR PIL. EPR uu We B Env A Tae 
Petersson (1941, 1944, 1949}, 

PTRA Wh —2E Fuchs 36 ‚Dalzell (1932, 1944, 
1949 a, 1949 b) € Jy Poincaré 0 SH KH EHRE T — Ta 
方法 . 

在 很 多 情形 下 , Poincaré 9 毅 数 的 理论 可 用 类 似 : 章 尔 司 特 
TINO o X 5 PHBH EN Rae E MRT OH) 
Ford (1929), 14-10-2 饰 下 所 列 的 参考 文献 , Ritter (1892), Stahl 
(1888), Dalzell (1932). | 

LER SOME LOS REID GE, Poincaré 9 ftot L1 XR 
BRE nl.) — 1 ni ELAS Mec OR 1410-2 U). 
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14-9. M fü it 


8E G 35 — 853i Fuchs 2 使 基本 区 域 了 的 闭 包 包含 于 极限 
TTE AT Cors ER Far, DHEL FF E M HR). RE 
G SSAC DESEE ors Oe AL ABU. 14-773 tf 
可 知 MEER ZI PER d (2) 及 dale) 都 是 代数 相关 的 ,也 
就 是 说 ,在 FO Lew Bee 

d) Piil) 6.) =9, 

这 里 Phu, v) 为 一 多 项 式 、 POMBE EE ern PER 

(2) Pu, v) —0, 

Pin BR Be , PARSE * 89 FOR REX F 
G) wd). v= f(z). l 

这 一 任意 变量 z 就 称 为 代数 关系 (2) Aa. guae, unus 


HS Xn. BSE TERRA SE E ii tk, ifi 
BRENZ Pe Be Gas T 13-2 
ti). KR Ya. 

E Pla, v) 为 二 变数 ov RW BIR (E, BB oe AR 
Fa NP BARA AAA EN A) EHRE u 及 2 WER 
(的 联系 . 期 必 存 在 复 变 数 2 的 二 个 丽 数 (2) Ryle), Rz 站 
面 上 的 一 个 区 域 P, m TER MT TREO 的 复数 
Bev, HE FF LITE z, Mi u$ (2), v= hle), RT ARR 
RIK (u,v) CIR IK 2 AE P* 上 是 唯一 确定 的 . WA, Be Co) 
A dus) 可 以 选择 得 使 G) dl) 及 du CO ALA, F* 是 
整个 = 平面 ,或 使 Gi) Ay (2) X ba (2) ARE FA] 3L e fs 
eae, #* ara A a Gk 3578 a 
一 个 顶点 及 汪 条 边 蚌 了 F* 的 部 分 ) ,或 使 Qu) dy (2) Bdb.(z) 都 是 
第 一 类 Fuchs 奉 的 自 守 画 数 , 这 一 骏 的 所 有 代 搞 【 除 co AIR) 都 


ore mem T" 


34 高 EBEBEK 

ERRA, MER Fi PA JC . 
AFERRA Hurwitz 及 Courant (1925, 

第 3 部 分 ,第 9 3E). 


14-10. EB WR 
特殊 自 守 函数 在 14-3 及 14-6-3 Gi ETA Ae. 
l4-10-1. #2-HAS =e we 


在 某 些 情况 下 ,微分 五 程 14-7(5) TEARI 2), 
Prisc SFR, xk Ee FEAT UR Stk Fr Riemann- 
Schwarz ZB JÓ Wik, BB 2-7-2 gf, Klein 及 Fricke (1890— 
1892), Ford (1929, 114 节 ) 

Fa f lE M ROPE = FUE ER CY SER MEAE CI, FRE EN 
HERE C1 Cy, C, 为 三 个 图 ,并 唐 Co A ERF Cv Cy C. 的 
E. 25 C,, Ca, Cy 的 图 省 都 在 实 轴 上 时 , (Ci 一 二 2, 3 中 有 一 个 
Be IL 9f AE T-Sc dts ER SKE Ae EY [BL SE ng 
PSE) ,可 把 Cu Py SER. RAO, Cy, Ca Ga 的 
WM. Ay, Ass Ay Brees Ge AXE AEB. (p onc. ny FZE: 
整数 , 4 的 内 有 角 为 t Oty, dn 这 里 


TE 


(1 a=; i—1,2,3. 


2n, 

BE 

(2) ata tagan 

FRERE 00) ER., 角 及 顶点 的 计数 如 下 : os 是 .44 及 
As ARA, RJE, Vs EA, RAW RR, BA AB 
Cs EXE 4 SRM MIS IA Ve V, 也 是 4' Bu So 
A’ 号 外 一 个 顶点 为 V. WARR A+ 4! 作为 14-1-4 iny DX bi 
F*. Bog, F* pee 14—1—4 节 的 条 件 G), BUIESE UE dE IH — 


pn""—-———————————Ó! REP 


aot aS B S OB x 35 

TRG, 使 条 件 Q0 Qv) AB. 

BERNER cu 具有 实 条 数 , 可 将 V, Boi EE fs 
st Berk Vu 同样 有 一 类 似 的 代 换 os 可 将 Va 映 威 自身 ,而 将 
Vi Wo Ve. 显然 , os 将 Aa Wen AL, oa 将 A, Des Al. E As, Ai, 
As. A4 Bii FY, 14-14 PE Gi) 得 到 满足 .由 04 及 om 所 
生成 的 习题 然 满足 条 件 (il) 及 (iv). Re F* 中 移 去 V, A AL AS 
的 内 部 后 所 成 的 区 域 为 F. HI G 就 是 第 一 类 Fuchs 28, 它 的 极限 
图 是 实 轴 ,而 FRR G 的 基本 区 域 ， Ä 

$ O 具有 一 自 守 图 数 d (2), 3 BE BL — Schwarz HK 
(Ri, 2-7-2 i), RR ABE. WR dole) EF E 
WAHR, 而 G MG — EL TBO (2) HATED 
数 . 这 种 画 数 的 简单 例子 如 146-2 BRAN Reh, oH ARA FE 
符 的 对 应 自 守 西数 ( 见 14-6-3 节 ) ， 和 如 


， T m 
3) a= "5" a= 9, datu 


ANG PRE M. HT dl) =J{z)5 Au 
4) a= a= 
Ry G RAL 加 区 ML, HI fy (2) =ke) =e). 
E. T. Whittaker (1899, 1902) SH EIS —EH SD, 这 


AAPM — TH Be 
Ford (1929, 96 @i) . 


14-10-2. 具 沙 特 自 守 函数 


WC, CL ma, oo m RE em 个 图 ,并 就 任何 二 图 都 不 具有 
公共 点 ,而 且 没 有 一 个 图 分 阿 另 外 二 个 图 。 Ne E 
回 中 间 至 多 不 过 有 一 条 直线 ,而 如 果 有 一 条 次 弹 ,所 有 其 他 的 图 祁 
在 直 闽 的 一 边 , 刚 以 这 一 厅 关 越 为 界 而 不 包含 图 的 和 平面 就 可 以 
作为 是 它 的 内 部 


36 O REBAR 

Bey tt rS ZA m RE ER [T re HEC, f An 
BRK Ca ASR FER G Oy To -tts nu WEES, PTET LB] 65 A 
都 的 平面 部 分 可 以 取 为 基本 区 域 PP. 华人 没有 主 图 ， 如 m1, 
AG 具有 插 良 多 个 标 限 点 ;如 将 这 些 点 移 去 , 则 “平面 的 其 余部 
分 就 是 一 连通 集 . 

G 的 自 秆 画 数 可 以 用 Poincaré 0 eR TE, CER PLP 
一 2 FA RRB eek. GAS SPEH ic od EB aw fT [Hi Burnside 
(1891, 1892) fsjyr , d FH RY JH-T- Laplace 万 程 的 边 值 Mi 
eA, SEY] 25 Riemann (1876), RFRUGBREH A ^Y EH Xt. A 
Schottky (1887). 


1411. HAMS 


TUI EI SP BS ae Fd LPO ERE Ae aR. deu 
Kt Picard (1882) 提出 的 .在 本 各 中 ,我 们 将 扼 眉 地 握 出 
Hilbert 所 普 制 的 见解 ,到 下 一 季 中 ,将 谣 明 Siege! 所 作 的 研究 . 
KTI EAA TAAA SA Hurwitz (1905), Fubini 
(1908, 4&6 — &), Sugawara (1940 a, b), Hua (1946). 

Bet A WHERE, K oy BARRE, Kyo Ka 
为 Ky ee HR Ka P= 1, --+, n 都 是 实数 , 对 于 K, 
"PÉSTE— a, dit a, «++, a J9JE EC, of" 在 K, 上 ,对 于 B. Y, 
ò 亦 用 同样 的 和 法 . mE, PSl, o n9 n ARMATO FERES 为 
n SAE RAE (这 一 空间 具有 Bn SCRE RE) 中 的 区 域 Im 2,>0, 
P=1l,..,n. aD, BOX, yo, 50D x, K, 中 的 任何 代数 吾 数 ,入 
BAST 
(1) ag — yoga «1, 

RS RE, (D) so pat IT KY TES Eh, 
这 样 ,我 从 内 下 剂 万 程 定义 模 变 换 o. 


EMIT ep er re crees er ng ee nn en © 


Ecomu* do WM 37 
One 
ILA Ane 3 SPR. MERA o ROSA EG, BR 
% K hg Hilbert Ei, 

"Blumenthal (1903, 1904) FHER, G TE S 上 有 -一 基本 区 域 ,大 
HE BP BF Gig en CERERA THAE, ar h ER 
UT 14-2 滥 条 件 的 正规 条 件 , 则 知 任 at) 个 日 守 画 数 都 可 用 一 
虑 数 半 对 相 联 , 丽 且 #% 十 1 个 自 诈 函数 本 下 选择 得 使 C 的 任 一 自 
“FERRIS 7 十 1 个 特 吻 求 数 的 有 理 厕 数 . 

Maass (1941) 研究 了 了 K,— R( V5) 时 的 Hilbert EU, 
ern Adm v5 qms, Ab w= 2. ARR APSE ge ie F 
数 葵 中 的 问题 (二 次 型 )。 关于 Hilbert 入 区 及 其 自 鲜 两 数 的 其 他 
PELRA Poincaré ¢ SER Petersson 理 蓓 在 这 一 故而 的 折 电 ,可 
£ A Maass (1940 a, b, 1942, 1948). Maass (1940, a, b) 3$ ET Æ 
7 Hilbert hH., 

35 F Blumenthal ste Hecke Waser E EB egg 25 [63 6] PT 
KR de Bruijn (1943). 


P=1, erm 


14-12. gi Eur 


Vo n(n--1), n—1,2, «++, fi te EOS VL — i B dir E rH 
Siegel (1935, 1936, 1937, 1939) 创立 ,他 以 二 次 型 的 算 入 理论 作 
为 其 % 次 模 画 数理 论 的 出 发 点 ， 当 n—1 时 ,这 一 理论 中 有 许多 
一 般 定 理化 为 电 变 数 异 而 数 或 模范 式 的 就 知 桔 果 ; 但 还 有 一 些 定 
FA, ENTER = 1 的 情形 下 , 仍 放出 新 的 结果 .Siegel 理论 最 突出 
的 一 面 就 是 在 实 n (n - 1) MERE RETO ELI] (Sympleotie geometry) 
(TEREA AE FR RC RT EER JLE a JA, dE Se He Foin- 
earé 富平 通 的 非 欧 ( 双 曲 型 ) 几何 (Siegel 1943). 38H f A+ 
数 和 的 一 种 理论 (Siegel 1942, 1943). 渡 一 理论 的 另外 突出 的 一 隔 
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dt arp nv Hi Sol 0e (CURE Y RER Enn Rr 
Bik, Eri A PRBS n ANA EY JL faf FR, 
但 只 有 重要 的 算术 性 质 ,在 Siegel Er , REE DER 
中 的 最 重要 内 容 ， 

TEX — Eni RRE JL Ae AU SC EE RR HUE T 
KENN TEE Beh FOATHERSR M. RITTER J @) 
file, JT Siegel Heh DR RAS REEL EROR VJ, E, 
E SAC, SEE, 

n SRE, ARBOR TCR iS EER Be EX i h, 
FRESE SHAH ie HA, FLAC ESA RE GSE n TAT FRE. KPE 4 中 ， 
88 £435 k 列 的 元 束 刀 为 aa 并 用 记 法 
(1) A=[ay] Il, kz1, m. 
n y n AS N, 畦 位 短 障 记 为 1 ED 
2) N= [rl, I= [in] t= in = äg i k=l, eon 
AMMEMO A 表示 ,因此 05, — 0, 4 ARREA A, 因此 
AAT = ATAL, 

RA, B, C, D Jg] nxn 整数 阵 , Fear 


a m=[4 »| 
YAY A, B,C, D M ux in X Bi du (3) 式 ， 我 们 定义 一 
2n x 2n. THI 加 下 
N I 
(4) ’-|_ 1 M 
i Sz SE BE 4, Un D 的 选择 能 使 
(5) M'UM-—J. 
这 一 式 夏 并 和 的 到 要 案件 为 
(6) AB'=BA', CD' = DO! 
(7) AD — BO' -— f, 
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oC X D REG) 的 第 二 条 件 , 80, iu CD RI BY 
RO RD FEL RTS RT Be C, Di E C4 AG Cy FRI RR 
Xl RFE St PH piu Ee PEE MI , Za A A U, 使 得 OC 
AU BE seb. 也 
(8) @,=UC, Dy=U D, 
Xe LIS PERSON. a EC, DOS 
SIE — EL ERE FR OU SA Me XD 
bk C 及 D Ris XUL dnd U C. RUD Ju NERIS BER 
U 本 身 应 为 整数 阵 ( 这 一 条 件 常 昨天 从 的) ， 

所 有 满足 (5) 的 An X 2v. 整数 障 M. Klo — 38 3x BIT 


ES 
o [23 
粗 成 一 二 阶 正 规 ( 或 不 变 ) 子 全 ， 所 有 M RRS FE FE (9) 的 
Wis.) M. E M= M, WSR 0) 的 所 有 M 的 全 , 称 为 
n RER Heide Di. We 的 元 素 称 为 代 换 ,每 一 代 换 自满 足 (6)， 
(mua psa A, 8,0, D Hise, ERE A, B,C, D RA, — 2, 
-0, — D BER Ti, 

RZ u (EI, 全 
(0) zm=2u1= tp tinn lL k=l, +n 
对 应 地 有 
(Gi) Z-X-Y, 
其 中 zx 及 vy, 都 是 实数 , X 及 了 AREA, RME zj 作为 复 
ast FE Y DAHER Y 的 元 素 的 二 次 型 是 恒 正 的 ) 
3x — Seth IMR, SHR Z 可知 作用 空间 的 点 , £u Boy, Bon 
就 是 其 坐标 :这 一 空 卓 是 oni +1) SEA, n(n +1) Sch 
度 的 . PIERRE — S84 ZN AN — FE, DIM BER, PIE 
ABB Z 将 在 N Kain CORSO”), 


如 高 胡 超越 E 
对 于 满足 (6) & (7) EHER IERIE A, B, C, D, Dep 90 的 
性 一 元 索 , SUE MIR 
(1D) c(Z2)—(CAZ + BY (CZ 4- D) 3. 
可 以 证明 每 一 代 换 (1%) ELT TRON Be EL Ar 1 — 1 p 95, 
5X HEU AGAR Ae Y 3X. PP EAE, fk MOMS Oy Sle 
AIR SUL ye RATEN 5, 3X ER irf PR A A Br tf A 
pe. 关于 A pu4kukcChgiEd4x. H Hua 及 Reiner (1949). 
CRASH HL HMMS HE eNO 25 B9 4i 
d. 从 每 一 类 中 选择 一 代表 性 的 对 C. D. MRM Eisenstein 4X 
x 
03) wd,(2)— x [det CAD). 
WIEN, TESTER r (18) sop SN rp ag 4i 
— ZAHLE FE NK EXECY AT Tann) EER on 
COMET EER, AEREA 由 CZ) 就 称 为 属于 DE 的 模 形 式 - 
mA r, ADA TCA A BR, HUI Je 及 由 存在 ,也 
4) ded? 
E M B — PTC, ORE 5. AREN, ak (14) Kg HE ER Ht 
FAG Ve n to 十 已 个 ,而 及 是 代数 上 互相 独立 的 ,任何 Fon (aD 
个 这 样 的 画 数 都 可 以 用 一 个 有 理 系 数 的 代数 关系 相 联 系 ， 
BIER (03) WARP 0 SURE 
Poincaré 0 般 数 的 Petersson Hga (1940) erp Maass (1951) 
加 已 推广 .在 这 一 推 着 中 , Poincaré "EA t SOL HEP B REI TE 
SETH X 的 Siegel AP pr KEMAH HE. 
WHE. SOB SAAS n=? 的 情形 的 . 
第 一 个 恒等式 系 由 Siegel (1937) 所 提出 ,将 异形 式 以 二 重 4 
RRR. MLW 2X FEN LEITERN TR RN I A FE 
每 一 对 中 选择 一 代表 对 OC, D. BE Di 为 所 有 伐 表 对 的 车 集 ,使 
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CQ .D' 5 N (mod 2) 
BRER, OD! BCE EO Clar xx — def? EO — P f 
dr E Wy FECE ICE STORIE). Ar 


z= jJ-x- 
v w 
Hp u, v, w Abe eer, X, Y ac, Y RE HR a, 6 过 


BVA TA, Siegel (EHH 
(15) > [det (CZ -+ D) -= p» exp fim (ua -- 2 vab + wh?) 18. 


第 二 个 恒等式 系 Witt (1941) 所 提出 ,是 二 个 2 RE SN 
MERA. AS) PA, Witt PEAT Sy 
(160 by(Z) = Db, (2)? 
Witt PRS ti—Baese 2 的 Eisenstein FLA HERR IB RM 
ar) E, (ar+5)*=L3 (ee 十 本 -人 


相似 ,这 里 a, b IHRER a, 6 的 所 有 对 , o>, 而 且 当 a —0 
时 è= l. 
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15-1. 8] & 


EMRE th ee Bea Laplace Harp ,会 得 出 Lamé gis, 
=E Laplace 方程 中 的 分 离 变 数 法 在 Böcher (1891) 的 著作 中 有 
PMA Seat, Ae Levinson, Bogert, Redheffer /1949) J£ Moon 
与 Spancer (1952 a, b, 1953) tos (erp aS G9 HR, Se THERE 
— AEA A ERIS Ap Pi Bee 2 Eisenhart (1934) , 其 中 也 大 

Strutt 的 论 交 就 193% 年 为 下 的 Lamó 画 数 理论 ,若干 应 用 ， 
ARE WIS ATE TE a. SPE BE t 8s 
A Whittaker At Watson (1927, 第 23 &) Hobson (1931, 第 
3, 


15-1-1. FST KARE 
设 @>bo>e>0 Amen, 3g — ES. FR 


m 2 2 
O syetmpetape 
KRM — HEDA, xs ove RRB. HO) 
所 代表 的 二 次 曲面 

在 一 ca< 乡 时 是 一 顶 球 而 ， 

在 - << — RI, 

在 -atch 2 BOX PECES, 

在 < — BAHR. 
gear, — 5°, —c? WIBIEdERS TRITT, 
ATi) d 0 pg Xf BR eye 60 时 Gitte Tite 


1 


46 LEE SS E BR 
mK RMA) ,其 做 用 中 有 三 个 二 灰 划 而 通过 每 一 成 Gn y. 2). 
当 8 变化 时 ,方程 届 ) 左 边 购 符 蔡 表明 三 个 根 中 恰巧 有 一 个 位 于 年 
— RM (— e, co), (~b, ~ 07), (ad, 一 多 ) 上 ,表示 通过 征 一 点 
《不 在 一 坐标 平面 E) 578 35 3E e| p — e RK US , — RER tb TR 
WINE, 

TIRE A z, y z, BE (1) B) m TRA A, psv, HR 
2) A> op bi — a3, 
4E Laplace 方程 
oW 27 PW 
ax + oy" 十 az? 
中 ,县 A, Me, v PEG HRT Boe, HU ER (9) 变换 为 这 一 曲面 坐标 时 
EI 


(3) AW = 


= 


47 (4) Af (u) a ; aw 
e (A— u) (Am) IA „se ) + Far) Jp |/ (pe) | 
Af (v) 
PEN (»—H) & LOL ur l= 0, 
ap 


© f(8)— [(a* +6) (b* 3-8) (e? +8) T. 

由 于 A, by o ART, y^. 27, AAP a (be, by, +2) 
AWR. Oe T RE RRRA A RB I RA, 
BARIC ji A, 所” 因而 是 ©, y e MAZAR E a, 8, Y 
的 Jacobi HARK sea. 全 

2_ #2 2 -2 
(6) m ee 0<k, k'<l. 
可 知 就 是 楼 图 画 数 的 模 ， 于 是 命 
(9) A= — (nena)? — (bena)?, 
— (aon B)* — (b sn Bt, 
po — (aen Y)? — (ben). 


用 新 的 曲面 坐标 求 表示 ,有 


een ——— P ' Pl Rd 
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(8) r= (d =e oon Ban Y, 


n2 
y= 一 条 (a? — 6355 en a en B en Y, 


2 一 万 (a? — ca dna dn B dn Y, 


Laplace HFE (3) 28) 
9 a? — c? 1 
(G) (EB Lena? ma ILA) (ony IL en)? ma] 


i, ew ew 
x {Len ms (sn 8)?] aa? ag 


rt 


mi a 1E iK MK+HIK ZWEI, BER JE K-- MK 之 
fi, 7 460 5 4K 之 问 变 化 ,出 应 用 13-18 节 的 公式 及 图 可 以 落 
DIRER (2) ERER, TA (S) REE RRB zy = 及 
曲面 坐标 o. 8,7 之 问 的 一 一 对 诬 关 系 ,我 们 把 这 种 曲 贡 坐标 称 为 
KETAR sh AR AT EAR. 

a, B, Y ERAR K Bde BER 
xy ee RP RHEA h, aar P: 

a=iK' BR 

a— K--:K' E si CC) RRA ACER T; 

B—K &B=K+2K' fast tiri — x" Dp AR) 
的 退化 双 曲 面 的 二 后 部 ; 

B=K-+iK' AIR) 2, yi LA “AD” HR 
化 双 曲 面 ; 

7—0, K, 2K, 3K, 4K & 38 (C79) HOC HUE" A e f 9) à 
化 双 叶 到 曲面 的 部 分 , Y — 0 及 Y= 二 44K 表示 同一 曲面 

逮 化 曲面 可 作为 分 枝 切 制 , 过 这 些 分 枝 切 乔 的 本 骆 的 速 编 性 
AU AA FPP a, 


+-[ (ana)? — (sn Y)*] 


TL (sn 8)? — (sna)?] 


48 a 2 NR ££ 图 数 
ESEE RLY & 相 当 于 际 极 坐 标 中 的 r, BAT 0, Y da 
HF e. 
BEY “Jacobian” 88 if (Lae ee 4. A RE A E GE FB" Weierstras- 
sian” Zr (Ef Whittaker 及 Watson, 1927, 23-31 #0), 
Laplace 方程 (9) 具有 有 正规 角 
(10; W=A(a) B(8) C (Y). 
RA (9) 得 
(01) (n1) (on 8) 4 +E (ona)? (nr) 
+[ (sn ß)?- (en tJ =0, 
由 于 这 是 o. 8, 7 ARES Mo RA RL, iE 
(2) 4 al (sna)? —h, Z= (sn Byà —h, Tellant-n. 


ty (=A? n(n +1), 可 知 A, B, C BFH OR SS xe NE i8 
Lamé FE 


as S29) EQ La (4-1) [een BAD =O. 


mx (10) 3£z& Laplace 方程 的 一 个 解 ,在 一 酉 球面 a = consi. 
Scar SOAR. Disp 7-0 &CY—4K SOR EY 
kil — r£. 故 知 | 


. ae ec 
(4) (0) =CUK}, 27 (0) == (4K). 


因为 Lamé GE Ra mod 4K Billa, Acn C (?) aisi 
mod 4K 周期 的 , A C (Y) Lamé FERME — mod 4K RR, Mi 
C(3K — Y) K CO) XC QK — 7) 也 如 此 ,我 个 可 把 讨 花 限于 较 期 
ji ES Y-K GaP re APER ASA Pe RR 的 
解 为 关于 K 惕 ,或 关于 KK 奇 . 

Het S-K RB=K+2K' AH Dh UIS n CE. Y), 


Sree EE RUE 45 


(K. 2K — 7) BRAG, ARES 
(45) B(K)C(Y)—B(K) C(2K — Y), 


8B 85 
ag OOO) = 55 00 CK —). 


in C(Y) 是 关于 下 的 偶 画 数 , 划 0B (K) /98 —0, 因此 B(B) and 
AE K RHR CO) BEF K a eee, BIK)-0, Bd 
此 B(A) 也 是 基于 下 rR. 在 B= KE+UK' 上 情形 相同 , 因 
th CO) BET K MBP) Pe, RI BCE) VA EF K A 
HEF K -UK 61 CE. 在 任 — UAE, BOO) E) ML i 
Ar mod 4K'. HA, B( BCO 4E 0—K LAAT FED BR, 
并 满足 同一 微分 方程 : hb Fl AO EE ee. 这 样 一 求 ， 
就 使 我 们 要 坦 阳 方程 (13) 是 否 有 双 周 期 解 存 在 .后面 将 可 河和 到 ， 
(153-2 mi) ZEERS AE (308 n 是 一 整数 时 存在 , h ROS — 3I qe E 
值 之 一 . MEDSIBIB,4ERKERSE Ee ih IRAE IP SRB A 
ipn 应 为 整数 的 桔 论 . 

A (由 的 选择 取决 于 所 论 岗 球 调 和 夯 数 的 类 型 . 对 于 内 调和 商 
WORE AR (105 ZEBABRTAT a= const. 内 部 正则 . 但 o —K iK" 
Heel), KHK, 8,7) 55:4 CR À-2K5 2K--XUK" 
— B, Y) BA Bici BERI ai — ERS s du: (0) & BCC) XE K iK" 
上 应 具有 辐 样 的 字 称 , FAT ELO BRS. CHI ARC A 
3€ (10) def Ta a—const. SLA TE Al. AN, a — iK", 
而 4 (a) ZH Lame 方程 在 iK ESP, BEN 
FEN 1E fic ER ZA EA RR BATE, PRIX RE S 
EHE. 


15-1-2. FLSA 


THARAM n. A, Y, EBE RRR r, y, KERE 
标 r, 8, 由 的 关系 如 下 : 


50 E R EAEE 
(16) z=resindeosp=kreanßan?, 


k 
yr sinf sing —iv,r en on", 


2r cos0— 5, rdn Bdn 7. 


dig 15-1-1 ib, BEK 5j; KHK c sedo, Y 在 0 5j 

4K 之 间 变 化 ,了 >0. 坐标 曲面 是 同心 球面 7 二 const,, 及 站 艰难 而 
zi y! zi 

E A A T 

其 中 日 为 (7) KR e Rr kh (6) 确定， 这 些 坐 标 称 为 球台 从 

ap, H, Hobson 1892 J£ 1931, 第 11 章 ， 


ar) 


Laplace FEHMA 
128 aW 1 ow aW 
a9 (n ot (sn B) — (m 7)? ar)" 


正规 解 形 为 
(19) W-R(r) BB) C(Y), 
并 可 复出 下 面 的 微分 方程 


(20) » lr E)n " 
BF BRC ARS 02) pte, A = knnt l). 

如 果 (19) AEREA ER r= const. Ken Hof 
ERRE, ny JH 15-1—1 iS RAT BO — CO) 必须 是 
Lamé HET, E Bb n 为 一 整数 , h CREATE fe 
另外 ,人 的 式 答 出 了 球 极 坐标 与 球 欠 坐标 之 关 的 关系, 从 而 可 以 前 
KT RE RESTZEIT, FRE Zn 应 为 
mh 2nd-1 tele. 

gn 3k (19) RETTEN = const. 内 部 正剧 ,此 处 
KBEKSKHK TUE, ERS FA. O9) 4ESE 
EHE B= const. ARREN, UUA n= — yetip, wah p RAE 


Fe uat RS AA © > + STEH HN EL ren mn > N 
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意 的 实数 ,如 (19) 3EXK ren A t=T L ROSE m P EA, in Ze 
SUCRE LAS FEM OR n= — Va tip, Ub Ab D X ESAE ER 
sin [p log(r,/r;)]—0 WAR, XEefE — STE P, n 都 是 复数 ,而 
Ren= 一 19. pf —0 E Y—AK 5 [a] — tri, CO 必须 是 
mod 4K 周期 的 , A wae f RENS FT A FRE PH, xp A= K 的 
连 智 条 件 使 B(O)R COE K LARA TR, DEWAR 
BER EN ATE Gr URBC PE TR EAN. 


5-1-3. BAREDE pe s 


ZEEE P, 中 2 rp, Laplace FERIEN 
SVESALY V E858 EAE th u,v, fr z—2(u, v), P= Piu v). 
Wangerin (1875) tr 5$ 4E 3b Az — RE ng See th a A ES w, v, 和合 
Laplace FERRARI ARE, 其 有 形 如 下 式 的 正规 解 
(22) W' —w(u,v) UV (v) B(b), 
ep w(u, v) dE DLE VE EC, UL V. DRE RC REA EMR. 
Wangerin 的 讨论 全 由 Snow (1952) 及 R. Lagrange (1939, 1944) 
ETH. PIS ET VL Test NES EE 
Wangerin ri fs 3s DA Fe i P EE 5 frg fe E X8 

Wangerin RERI T FTE ANA. RE s.v Xo dE Be n HERR 
Laplace BERRA du (22) SOS BE, Hl io — P7, Ag 2 o 可 以 取 
等 使 2, P ZByndE wv PER .因此 分 
(23) 24710 = f(u), 
其 中 f — BATH ee Laplace 方程 (21) 中 命 
(24) W =p Y (u,v) eimi = pie) V. (v) emt. 
P BEES TTD EB. 


52 m d m m Hh & 


our oup 
ui T oy 


(25) 
其 中 


— (m? —14) F (u, v) V —0, 


|F utin] LF 
[Imf(u4-iv)] e? 
WE P 的 形式 为 在 fo 站 一 而 (二 本 人, RU i8 8A ES 
U(u) V (v), U BV 所 满足 的 常 微分 方程 海 


BU - 
Sr HEA- (n PI U=0, 


(26) Flur) = 


dev 

dv? 
FAHRT: F(u, v) = FiQ0 + RAR BEMER 
微分 方程 . 

T =m Haf ouf rauf auf PA), 

pL ay. ++, DEREN, HER, f MAS, ae 
RREA. 不 仅 如 上 比 , 了 的 微分 方程 的 形式 在 了 换 为 (4f 十 万 )/ 
(Cf + DARKE XB. A,B,C, D ASM, A 4D 一 BC 
+0, AH MR 7 SRE STK, 

3:45:88] H3 13-5 BVT ZEE ERT Rt PA 
BAPAK A. 根据 这 四 个 适 点 的 爹 部 是 实数 ,全 部 是 原 数 
或 一 个 是 实数 二 个 是 虞 数 的 不 同 而 可 有 三 种 情况 ， 在 这 三 种 情 销 
中 ,了 的 标 堆 形式 是 

sn(utiv, EY, isn(e-biv,k), en(u-riv, E). 

FAAER ALD AC ask SP. 一 划 代 表 共 四 复数 ,并 
Bv FB rabia fi 
(3T) s-sn(uJ-iv, k), s= sn(u, &), s, —sn(iv, kh sy—8n(v, k^), 


— [Ad (m) FQ] V =. 


cz on(u Fév, k), c — en(u, Æ), c4 — en(iv, k), cj =en(v,k'), 


d=dn(wttu,k), di —dn(u,&), d, —dn(iv,k), di — dn(v,k"), 
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Ft 
P (u, v) “imf ep 
TRR Heh H A ae TEER, Fs WEE AP 

的 形式 


n= bm— 1. 


[a sn(bu +e, a/b) + [a, en (bv -I-e,, a/b) J?. 
Elik (25) 式 变 为 


ar any 4 
LT RUE T — n(n--1)(fasn(bu-rc, a/5)] 


Fe sn (bye 十 cr tbo P1 w=. 
对 于 正规 的 解 , UU (u) Vo),m UV 所 满足 的 方程 很 容易 
化 为 Lami 方程 ,后 者 中 的 变数 分 别 为 im 十 c 及 b1v 十 ct， 因 而 ， 
我 们 现在 应 研究 应 加 于 5 及 六 的 边界 条 件 。 

这 一 讨论 中 所 用 的 坐标 us o 将 从 一 般 理 葵 中 很 自然 地 半生 . 
在 一 糖 定 的 问题 中 ,它们 并 不 一 定 基 最 适当 的 坐标 ,在 15-8 Gf HS 
会 四 到, 椭 图 画 数 的 迹 绚 理论 可 用 以 把 它 变 模 为 新 的 更 适当 的 坐 
$F. ' 


Ft A LANTEA 
命 


4 
(28) z+ip—< ts 


CS pD 
应 用 公式 13-17 (16), 13-23 (12) 及 13-18 Biase 7, 通过 交接 计 
算 , 可 知 


29) F(u,v)—-— 


‚4, B,C, DACH, AD 一 BO #0. 


Acdad kt. dp 
(Sst ddi spp 
ki 


= -40-b [ia u LP 


+0- k) SKERST (v —iK), cal} 


coupe came ns + m——— —— mn m 
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I E TEE — Hb ie, fe (8) Kip 4 一 了 D=0, B—0-0. B 
射 z--iP —sn(u--iv) EFE 13-25 gpp. M 13-25 区 的 发 
中 可 以 看 出 和 平面 P>0 ux Qs 平面 的 知 形 ,顶点 为 (上 K, 0) 
A (+K, iK. Bi} —-K<u<ik, O<v<cK'. fE z, P Anka 
$t u—const. 及 ?一 oonat. ARA EAEAN, EE 2 l, 
EATI, P=0. PESE. E u= AK R v—0,.K'Bp F SARA, A 
jb, u 及 2 MRT RY 的 常 微分 方程 的 奇 点 . 

对 于 在 曲面 二 const. YA ESP AS) IE ARS, PV (v) Be 
Eine v—9.K' EPRPEHTR, Pines), ewe TR 
ipe t fi DLR nv Gos V to ， 对 于 在 曲面 x 一 c<0 SEAR CED), 
或 曲面 《一 人 >0 ALR AD IEA, UCK) LUC — K)] 必须 有 
限 , 这 确定 了 BOSE, SER m v= const. 内 部 或 外 部 正剧 
AOS, Ao RS RS 


WOP: Y EHE 3E A8 


此 处 

Ais+ B 
30 一 
(30) z+79 Gis D 
4codd cid? k'al 
(s+ si ci 


| A, B,C, D Sell, AD— BC u-0. 


(31) F(u,v)— 
--la- kj sn |: (1-2) (u-K), uu 
| i—k]? 
*ja-5 en [a HADD, Fl; . 

为 了 进一步 讨论 , 仍 介 4 一 五 一 | B=C=0. 四 秀之 一 平面 
2«0, P 20 ui v, 2 平面 上 的 矩形 ,顶点 在 (0,0), (K, 0), (K, K^. 
(0, K’), an 13-25 Gage ras. 为 了 完成 映射 ,可 在 (2,P) 平面 上 
Rik 2=0, Eu, v 和 平面 上 反映 于 2 一 0 R u= K. z, P A i E 
GUA v = const., v — const, 34] 5- JE £38 [B[ e PU XE, BAH 


机 
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点 在 2 二 0, P— 1, k-i, 

对 于 在 曲面 4 一 const. PARER ABE 3E HU BY Be, BY 3 E 258 TR 
O> 0 Meng u, o ERBE, ER (0, +K", (K, E KO. v — K' 
及 3 K' HR c= 0, PS BERE. ABI 15-1~-1 Bir fe FE 
Baer, AP en V. (0) OPERA a Oe ER, IK. 这 一 
Safe WI 85 x A ip PE AW fi EX COSE PV OS a dk Bd Be (o). 对 于 在 
u= const. AM EMESS 3p =K (BI 2—0, 1<p<kt) tst $8 
HRE kK BU RO LAV RA AEH SR TE 
u-const. 外 部 正则 的 势 , U 应 在 w= 二 0 上 保持 有 限 . 2k HEE 
由 Poole (1929, 1930) SEAN ET HOUR A A. 

对 于 在 曲面? 一 const, 内 部 或 外 部 正则 的 势 ,可 将 牢 平面 P>0 
Wh y XR JE TA Fr (0,0), (2K, 0), (2K, KO, (0, K^. sh 4b 8 
PO Tu) E u—0 Ru=2K 上 同时 保持 有 限 ,这 一 条 件 可 确定 
^ MRM REEL U Qu). BEV (0) 于 可 由 它 在 0 上 (对 于 
FE v — const. 内 部 正 基 的 势 ) 或 在 KK' 上 (对 于 在 = 二 const, 外 部 
SE HASSE) AS BRA BE HE 


3B — MES TER DR Te Fon 


此 处 
. Ac+B 
(32) atisa p A, B,C, D EM, AD— BO S0. 
(88) FP (u,v) = — Asdsd 1 ci 


(c—2) sdb sid} 


=f ik) sn | tir) (u+K), all 


_ fo ~ ik") sn [ieta (iR), == 2d P 


A-bak 
在 这 种 情形 下 ,出 现在 Lamé 上 方程 中 的 椭 图 画 数 的 模 不 县 一 实务 
数 而 是 模 为 1 的 复数 ,必须 应 用 椭 因 栈 数 的 变换 理论 ( 见 19-22 fi 
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de 11) 将 所 有 西数 化 为 0 与 1 之 间 的 实数 模 . 命 A— D—, 
B=C=0. z, P Bi LAH w—oonst., v — const. ABER 
ARMS, TEE 2 41, P— 0 JR a0, =k’ fh. 上映 身 的 其 
4b sm Ern PT M, 13-25 niis] oed, 

KH TA A u=const. [3 ARREA STE NET n SEB mn 070 
映 成 wv TRIS bee 项 点 为 《0 — 2K"), (EK, —2K'), (K, 0), 
(0,0). 根据 CV (o) 应 在 "一 0 J£ v— —2K' 上 同时 和 保持 有 限 
的 条 件 可 确定 天 BIETER FERN Be V Q5. T XE v const. 
两 部 正则 的 势 , 在 :一 0 P< k' ik 上 有 一 分 枝 著 逢 ,或 tt 二 KK, 过 这 
一 务 枝 切 家 的 连 炽 性 可 确定 在 下 上 应 与 广 在 一 KK' 上 有 相同 的 
宇 称 ， 对 于 在 一 sonst, AAEM, POO 可 接 它 在 二 0 
IY PREP ABR ARTT SR Uf 
+ SPARE v = const. 内 部 或 外 部 正则 的 势 ,可 将 半 平 面 
P>0 thik u v Phi EIBSdEQ.—K).(K, —K’), @K, 0), 
(0,0) AER. PHU (u) dew = 0 及 4 二 8 下 LIVE RARER, 
RT aoe RTI RE U (u). 对 于 在 ?二 const. 
内 部 正则 的 势 , 07V (v) pete v —0 上 保 拌 有 限 , 对 于 在 v —const. 
SIE AHS, UV 在 —K' 上 的 宇 称 应 与 0 在 下 于 的 宇 称 一 样 . 


15-2. PRAT 


EELA PERNAH Pa HS ERR FF 
(2) Coe thant) [ksn (z, k) T? 4 —0, 
这 一 方程 称 为 Lané 方程 的 Jacobi 38, dias Lamb HER. 这 - 
EAA Ah Hermite, E. T. Whittaker, Ince 及 其 他 作者 所 
应 用 ,从 数值 诈 算 的 角度 来 而, 核 便于 其 他 形式 (网 下 文 )， 
有 是 复数 ,是 IK FIIR. 2 为 一 复 变数 ,在 天 部 分 边 值 于 


*- 
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mip, 2 Agee Rez=NK Im2— NK' 上 变化 ,此 处 N 为 
ER. A EEG ESSE fu] FLUTE ae GB E , enr E1 7H 
“ARR PEAR AR” 来 确定 , ORIS ELIGE OTT eA ERG ta 1571-3 
WEB PE) , A Ga 15-142 节 的 一 个 于 题 中 的 情形 ) 是 一 复数 ,其 
SERA — 15. 

TEBRA RIRIA, 首先 是 :在 四 分 之 一 周期 点 
MEHNK (M, N 均 为 整数 ) 之 一 上 具有 答 定 守 称 的 解 , 臣 在 snms 
的 极点 MRK AIN 1) K' CM, N 均 为 整数 ) 之 一 上 保持 有 了 眼 的 
HE. BAHIR, 在 任何 论 定 的 ^h. A 值 下 是 存在 的 , 除 常数 因子 外 
可 完全 确定 . 其 次 ,是 具有 规定 周期 (也 是 en 2 的 一 个 周期 ) 的 解 . 
下 面 将 会 看 琳 , TEM nA, 使 这 种 解 存在 的 的 特征 秆 烛 成 
一 揪 罕 序列 .在 15-1-1 & 151-2 入 中 ,有 应用 二 规定 周期 的 解 
AE. DORF TE PRS AB für 2s 为 整数 时 存在 ,最 后 ， 
在 15-1-3 季 中 我 从 得 出 了 在 二 极点 .上 都 保持 有 限 的 解 。 上 以 后 将 
会 看 到 ,对 于 答 定 的 2,5, 使 这 种 解 存 在 的 天 的 特征 适 碍 或 一 托福 
FA, 

Lamé 方程 除了 Jacobi 形式 (1) 之 外 ,还 有 其 他 重要 的 形式 
3n4* 

[el 一 eg) h - n (n d-1) eg— 4, 
FOU AK 13-16 (4) X 139-18 Hi ha 3e V, 可 得 Lamé EAS 


> ZzeiK tule, — e), 


d*A 


3X— Fi Halphén 及 其 他 法 国 数学 家 所 应 用 ,在 近代 理论 工 
PHARMA. 


re te a i Toig ee ne eH me me mas Dll 
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作 代 换 

(4) smz=cosl, ([— lo y —am z, 

BI jT fog 89 — eX 

(5)  [Ll— (k cos ?] mete cont sing 7 


+ [4 —2(2--1) (& cos )?] A— 0. 
这 一 范式 是 G. H. Darwin X Ince fr fg, 
另外 还 有 几 种 代数 形式 . 命 
(6) (en 的 ?一 2 


RIA. (1) 可 得 
di 1/1 1 H dA 
0) qu Gt 5) 
-2.. a 
Ak mr. o 


Axr(z—1)(x—k-72) 
如 命 
(D fer 
BIM MCHCE 
a i 1 dá 
(8) dA i | 1 1 ) 


dp! 2\p—e p—e, pe) dp 


n H —n(n4-1)p 

' 4(p—e)(p—e)(p—ey) 
BARES FE lois Hn RE RES SR. POBRES 6 H 
a§ Stieltjes, F. Klein, Bécher &, 

Lamé FRM UECEGU SR Fuchs Wig, RS +> qe RU dy A. 
HEAR PROS E RUE Re DU (OR, 0, 1, £77, ar (9) aX deu, 
在 €, €, € ], BAB BH 0, 14, 一 个 正则 奇 点 在 oo, TEX — Lan, 
lante. XF Fuchs FRR LF Ince (1927, p. 370 ff) 
pk Poole (1936, p. 74 ff. 

FE-KERNFREATEAIER. 关于 双 周 斯 系数 的 微 


A-—0 


MA ee eA Heer 78 o er AUR mm ma as oam otro mes mmm 
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SHE EG A Ince (1927, p. 375) g Poole (1934, p. 170 f£); 
XE ey EE EL Ince (1927, p. 381 ff.) 或 Poole (1936, 
p. 178 &.). l 
除非 另 有 说明 ,我 们 总 把 总 k,n 作为 答 定 [实数 或 复数 ) 常数 ， 
变数 作为 复 变 煞 ， 


15-3. MAR 


Bf DASE PAE — AP 4-3 a — EE Fuchs HEAL iX dm F 
形式 
四 dw (2+ 8 E jg apa — 9 


dats roi ra dæ za- Daa T 


其 中 
(8 at@—-Y~S8—e41=0, 
此 处 z 一 0 1, a, co 是 届 ) 的 间 点 ,这 些 奇 点 上 的 指 煌 取决 于 a,…， 
£, Wg 是 配 连 参数 , 它 的 出 更 是 由 于 :具有 四 个 (或 较 多 的 ) 奇 点 
fa Fuchs 方程 不 能 由 奇 点 的 拉 赤 及 指数 来 完全 确定 ( 昂 Ince, 
1927, p. 370 f; Poole, 1936, p. 77 Æ). FESTEN BE 
的 埠 性 分 式 变换 及 因 变 数 的 适当 变换 [根据 (分 及 !5)] 来 完成 , 方 
fà (1) 称 为 Heun 5# (Heun, 1889, Whittaker 及 Watson, 
1927, p. 576 #.). 
Heun FAH HI— P-A gai CEL 2-6-1 giak Ince, 1927, 
p. 372), 
0 1 a oo 
(35 Pl 0 Ü 0 a | 
1-7 1-8 1—s B 
BEE, FISHER A, EU Fünf —de dep, 
Kg £83 n ze p y Pa Ae EAE E. 


dise N nonna Rh i Les mm 


60 E a E ME NE: 
对 于 四 列 PAE A AP EES PR 


z— a ferb fxe mE 
o ENED 中 M -| 


. "d 8" y" à " 


a a e d 
een B+o Y'—v Ö'-P-0-r | 
a" +P Bo br 8"—p—g—c 
a b cd Mla) M(b) M(c) M(d) . 
(5) 中 g'v s Jen] a g' Y 20 wor 


a Bg" Y" à a" Bp y" à" 
其 中 | 
(6) He, 
Ax+B 
Mix) =D AD-— BON. 


du 3E AEF Ve. ULAR. 例如 ,在 (1) 及 (3) 
中 ,如 
(7) 8-22 YS, Y=4+#, Bi 
0 1l a œ 01 a œ 
(8) ^| 0 00 Er a 0 0 = 
1-7 % B %»B1-7% 


0 1 A? oo 
z 0 ù a x} 
8 1-7 1-7 8 
在 最 后 一 P- 符 号 中 


_ ita’ ya AMT EST aa 


9 4-175 (518 (ra) 
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WENEREI SET US (HR Lamé FERRIER RRE) . RU 
有 有 有 三 个 不 同 的 二 次 变换 ,其 中 每 一 个 可 接 以 第 二 个 二 次 变换 ,从 而 
AM ARR 

更 在 来 求 方程 (1) OS ero. 

Ran. 为 四 列 卫 - 竺 号 的 奇 点 ， oq 及 oi 为 4 上 的 指 
z, 了 (of 二 at 一 3%， 与 三 列 PHS (3-9 和 凶 ) 的 Kummer 34 个 级 
SOG , BUPA 192 个 籽 数 ,其 形式 如 下 . 
eo (2) —2) lee) ， 
Arp i, j k, EJ L, 2,3, 本 的 一 个 排列 ; 9 X ot OR als o Hy oj 9X, 
al; e Ay of BR af. 这 192 个 报 数 中 ,实际 只 96 个 是 不 同 的 ， 这 些 
ghee ch Heun (1889), Snow (1952, 第 7 章 ) 等 加 以 研究 ， 如 二 
ZU RATE [如 方程 (8) AFFE ER EFS 

同时 , (也 的 解 也 可 展开 为 超 比 函数 的 般 数 ， 这 种 展开 式 合 由 
Svartholm (1939) 及 Erdélyi (1942, IMA MAPTE. 一 个 典型 的 
EFKA 

ù i a co 

dl) P | 0 0 0 ax | 


1-7 1-8 1-e B 


foo 1 © 
= Ear 0 9 ktm | 
in 1-7 1—8 p-m 

其 中 

12) Ark=rY+8-1=a+ßB-e 

WIEN (Erdélyi, 1944), A RR 的 选择 主要 有 并 种 可 能 ， 工 现 
rie (Erdélyi, 1942) A= a, & — B — e, 在 以 0,1 HAST 
a BEA ALAS. deo (3) 式 的 一 个 分 枝 , 属 于 00 E dn EI a. 
WF (3) 89 lg — EE 3X — 2E BUBCH = TR EK. II 8948 


62 A om E X mE 
Xi (Svartholm 1939) 以 »=0, Y —1, 5 一 1 3k Y--5—9. TH 
Jacobi SHARA, AEB Isi (B Ze C RUE TE 
时 Heun 夯 数 ( 见 下 文 ) 的 例外 情形 下 收 北 . 
在 所 有 .上述 屁 开 式 中 ,系数 X, TASER 
(3) B,X.0Y,X,—0, 
Kat B Xt Vp Xe = 0. r-1,2,-- 
HP a, Bu, TRE RABAROCK, 7-0, 且 当 Y oo iS, 
(14) a,90, B,B, T,T. 
tt, Rtg JORDE 
(15) a4-Bt-- Y —0 
的 二 个 根 , 且 [4|« ltal Bi) lim X,/X.a 看 在 ,一 般 总 等 于 ba: 如 
题 中 的 参数 满足 某 一 物件 , 当 roo 时 
lim X,/ X, = 
(Perron, 1929, 857). RRIEX RAH 
X, — a, 
X.a BekYeiXeap X. 
JR SE ARR, au POS. 
(46) g=- T 
B- Crt1 Vrti 


Orig Vries 
Bea ^ 


Orig rig 
Brra "y 
rT Te 


WERE, -RAAE 15i 一 | 加 | fot, 时 发 散 , 在 [6] < [eal 
EE h= t itge SE rco Br geti 

如 jaiii HRW RAR Bo 三 位 7， 则 当 > 一 co 时 ， 
X, X, ty X, 可 用 和 2E EE Bd [ts] < [ta] E Bst ars 其 
X,/ X, .,otg Ho |f] = tal, ft BU lim 2, XS 不 存在 . 

在 Heun 上 方程 (因而 也 是 Lamé HR) 的 应 用 中 , Lo A a. IK 
WP REE (a BEA). RE, Bees Kl XL Den ER 


opem mee em am n" ——— m wem Rs 
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BAS SR ELS YE CT ARE eee A AT BR AL G 
Ar AUG er SOT DAS FERPA Pe are TT ARE 
不 存在. REES HOS RHBERICFE- S] HIST T lc, HE Bo = ut 
X, /X, 0, BRACE ATR SCH SX — I 2 — 
TER IRRE a A AT SEE EFF Heun 
(Bk Lams) 曾 数 .在 这 种 情况 下 , 超 比 画 数 的 TI Mpa d H 
365% — Heun (或 Lamé) ii, 

T ACI BBE SEE RU e AE BA A — AY OA 
Starm-Liouville 定理 推出 . 

AREA, Boa, 是 配 连 肉 数 的 一 个 超 起 方程, 但 当 0s 0 
UR 为 革 一 正 整 匆 ) 时 为 例外 . rao BM, EHRE, 
Bo= q,, RCMB RA BHR, ta Bo= 9171, Al 及 pg 二 0, 从 (13) 


USCA FS Xap Xen. FE AR A CTI 
Heun 《或 Lamé) 多 项 式 ,或 代数 Heun (或 Lamé) ie, I, 
GN AR X= [R = Xp, = 0, 从 方程 Be = Vee dar 


(i AZ) PEL eB, MR Heun (xk Lamé) pi 
St. 


15-4. 一 航 拉 美邦 程 的 解 
现在 我 们 稀 把 上 面 的 辕 果 应 用 于 Lamé 上 方程. Ar 


(1) s=enz, c—onz, d=due. 
在 整个 本 区 中 n Bh AMER. 
及 15-2 (T) 式 
(0 1 k oo 
(2) A=? 4 0 0 0 Un st, 
(Và Y& Ye rtie 
B. 15-3 (4), (5), (8) 可 得 上 式 的 各 种 变换 ;特别 是 ,从 15-3 (8) 
有 


64 LEE 证 HR & 


=P lk d+ke b, 
9 4 -Zn O 9 TR l1—-k dake 


Intia M Ya Menthe 
(2) URBAN Z8 55. 
—1 1 k3 k! 
(4) u 0 0 -n in if 
lg 1$ bentla lantio 
ki —k ik —ik 
(5 un 0 0 Wn —len | 


Ye  Y& n+l ntt 


ik! ik i —i 
©) A=P{0 0 -Wn Un HE 


% 1% Wnt Menta 

A (2), 4), (5), (0. 15-3 季 的 结果 可 得 Lamé APERE NI 
FSEHA, Erdélyi 的 一 篇 本 刊 布 的 者 列 出 了 30 个 变数 ,可 用 
于 15-3(10) 式 那 样 的 级 数 中 ,健一 变数 有 可 个 不 同 的 因子 .由 于 
弟 些 变数 的 前 18 个 的 6 I xx ie, 因此 共有 192 个 不 同 的 
BE. RTRMH- ERER AREO AE EE R E 
3H Ince, 1940a， 及 其 中 所 列 的 文献 。 尖 于 展 为 Legendre 而 数 的 
EFA, $ Erdélyi, 19422. 展 为 指数 男 数 或 三 角 男 数 的 展开 式 可 
从 15-2 (5) AR Lamé Jj ft ES AIA RE BR 
FB (Ince, 1927, p. 381 ff., Poole, 1936, p. 182 ff). 
SHEIKH BI Ince(1940 b.) 及 Erdélyi (1942 a) 讨论 过 ， 


LEE-T 


15-5. WERE 


k,n HE, O<k<1, Hon(n--1) Bee, Aan a 
Hk n= 一 区 十 ?此 处 了 是 实数 ， 下 面 我 们 将 研究 Lamé 方程 
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的 周期 解 ,并 证 明 这 种 解 在 的 某 些 ( 特 征 ) 值 下 存在 ;我 们 把 它 称 
为 周期 Lamé Bit, Sof fe Lamé UE. 


i5-5-1. so RAH Sea 


由 子 sn? 2 的 原始 实 周期 为 2K, 帮 知 任 一 实 周 期 Lamé AR 
3p 55596 8] UA JE. dn P= 2K, JE kh p= 1,2, ee. Se, sz 是 
z — K BB EEG, gu A(z) 为 Lamé 方程 的 一 个 周期 解 , 则 西数 
AQK—2), A) X A(K — 5) BYE EHH, Alt,  Lamé ie 
的 研究 ,可 限制 于 z— K rmm XU. 实 周期 的 Lamé Mi 
数 ,如 为 :一 尼 BRR, doy Ec, (2, RP), oy e K 的 奇 画 数 ， 
igo Es, (2, 47). BERD BR HES, Eor (2, Kk?) 及 Est (e, kD (te 
周期 为 P=2pK WB, RM 0<z<2pK (或 任 一 全 开 的 实 区 
iM Joos P) LARS om 个 零点 .属于 Eo? 及 By 的 的 
PATER ap (57) Be 07 (87) 表示 ， 这 一 访 法 系 Ince (1940 a) 
PRS Ff Erdélyi(1941a) MEME. BENE- BIENEN 
HM, Het (2) 及 Es (z) 中 向 有 未 确定 的 常数 因子 。 因 此 ,在 像 下 
fi (31) 式 那 笠 的 美 系 中 ,常数 因 了 于 删节 不 写 . 

周期 为 2K 及 4 的 解 .在 这 二 种 情况 中 ,由 于 周期 性 , 都 有 
Ke(—K-+¢) =Ec QK +4), REFERAR AET Ec( K-t), 
因此 ， Bol) 同时 是 -K 及 = 十 疏 的 偶 西 数 ， 共 而 得 边界 条 件 . 
1) A'( -K) 2 A(K) —0, A- Ec(z). 
KRZR 15-2 (1) 88 — MR A (2) OR (C) RIETI 2 — K 
及 z 十 K 的 偶 夯 数 ,因此 必 具 有 周期 AK. [HER 
(2) A(—K) — A(K) =0, A=Es(z). 
由 于 在 EK ERR , Br A 9c KC — K, KEA 
期 为 2K BAK 的 Lamé HARA T. BAER 一 区 期 可 简 
化 为 《0, K). 
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du EA E (2) fo Ec(2) 或 Es), RU EQ) R E(C— 2) RER 

— PRD EE, ARE (1) UE (2). EMER E A SR SAE A 
MAA BBE, BLA Sn, Ze) REE RE AM 
2 ASR A FE (on = 0, 1, 2, +++): 
(3 4(0)=4(K) =0, A=Es™*?(2), 周期 2K 
(  A(0)—A(K)-—0, A=Es2™*1(z), 周期 AK 
(5)  A(0)—A'(K)—0, 4 一 Bom+1(z), 周期 4 
(6) AO) =A(K) =0, A=E0 (2), 周期 2K 
及 适当 的 对 称 关系 . 

我 们 的 画 数 四 可 以 确定 为 区 六 (0, 2K) basin E Ba. 
N AM) =A(2K)=0, A-— Es?^(2) 或 Ho? (2). 

(8)  A'(0) =A 2K) —9, A= Ente) 或 Heitz). 

根据 Sturm-Liouville 定理 (E, Plán, Ince, 1927, § 10-61), 
W gn (3)~(6) pfi — PEL REOG fj — om = 0, 1, 2, -… EB — TAE, 
由 于 Bturm- Liouville [B] ER 4e MIA A, BUA (D . (2)， 
OP (8) 式 得 | 
() @ctal<cai< ---, 4 moo fit, apoo. 

(0) ebia, 24 meo AY, bio. 

(13) al«cbi«caicb«--.. 

(2) atcbicoi«bi«.-. 

. 车 样 一 来 ,特征 值 的 相对 位 车 就 很 容易 确定 ,但 甘于 ap ET Ban 
对 位 置 还 不 能 作出 陈述 的 活 句 ， Ince (1940 a, b) 就 2n 的 整数 值 
计算 过 特征 值 ,但 应 注意 ,他 的 记 尘 与 比 处 所 用 的 咯 有 不 局 ,要 把 
Ince 的 记 法 用 于 本 书 中 ,应 将 oT 及 可"? mu. 

Ince (1940 a) 4 EMRE KEE Lamé ik, Jae (1940b) 
ABE BLT UGS pe CE EE k BET SE TRB 
开 式 ,作为 楼 造 Lamé Hae Al. 

R= ARRAN ETAL 15-2 (8) RR A(2)/dnz 所 满足 的 


SAIE bf he 67 
MAA RE SITE TAN 2K 或 AK 的 Lamé gi 
数 , 有 二 个 展开 式 如 下 . 其 中 所 用 的 租 记 符号 为 
(13 €=16-amz, H=2h—i'n(n+1) 

Hom HFA, 
JE 2K, AK 的 Lamé TI ER: 


(14) Ed" (z) = Ag+ X4 eos (2r D) 
=dnz [s co+ 工 C, cos (2r o. 
(15) Ec*(g)— X Apa cos [ Br 2L] 
=dnz X Caa 008 [ (9r + 1L]. 


(6) Esi™(z) = Y B, sin (2r 0) =dn z Y D,, sin (2r 2). 


r= 


(17) Est) = $ Ban ein [Er +16] 


—dnz Y Dy sin [ (2r + 1t]. 
r=0 


(14)- (17) HR BEIGE C=, 2,8, ++). 
(18) —H A, -- (n—1) (n 3-2) &34, — 0, ~ 
baln — 2r +2) (n -p-2r  3)&* 4, [H —4r3 (2-89) 14,, 
+g (n — 2r — 1) (4 9r 2) &* 44... — 0. 
19) —HO,--2(noT Lee, — 0, 
Yon — 21-1) (a-- 27) MC gpg — EH — Ay? (2 KR joy 
T- i6 (n — 21) (n+ 2r 4-1) &!C,, 4 = 0, 
(20) —[E —2-- I2 — Ven(n--1)]A,-.-Vo(n — 2)(n--3)244— 0, 
Yıln- 2r-L1)(nJ-37)k*A, 4 [E Or 198 42) Age ay 
+ Vy (m~ 2r —2) (n--2r 4-3) k34,,,4 = 0. 
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(921)  —[H —8-r-k?*—l$n(n--1)k*]C, eln — D(n 3-2)&?C', = 0, 
Ve (n — 2r) (nt QPL HPO gpg LH — Qr TY haat 
+14 (n—32r--1)(n--2r --2) ECs —0. 
(32) — (H —8-I- 4&9) B, 4- 1$ (n — 8) (n -- A) K1B, — 0, 
Va (n ar) (n--2r--1) 3 B4, UH — (2r 2) (3 he?) Bara 
-ri&(n-—3r-3)(24-3r 4- kB = 0, 
(23)  — CH — 8-- 4&7?) D, - Vo (n — 2) (n 4-3) &* D, —0, 
Wn 2r — Dn D, Hark) Dias 
+ lem -—32r-—2)(n--2r-F3)&*0,,,,—0. 
(24) --LH —2-rAÀ--i$n(-- |B Hian- 2Y(n 4- 3)&? B, — 0, 
ie n—2rJ4iXn-c2r)k*B, ,—[ A —(r- F1) k] Bart 
+14 (n — 2r —2) (n+ 9r +3) i B4,,4 — 0. 
(35). [E —2-rF &' tlena tI 1 D, + Va(n — LX 2D, — 0, 
lg(n—2rYn-r-2r--1)&* D, LE — (àr- (8 — 5 Dara 
4r i6 (n —2r—1)(2-r-2r--2) &*D,,,4 = 0. 

上 面 8 T-EETEOOR a BRA dr’, HN X, As Asa 9 
Das AHF 15-3(13) 的 形式 .在 所 有 8 ART, c= 7 = Ue I? 
有 一 下 一 2 “RAB 15-3 (15) 的 根 为 
(20) tuas CE 
对 于 周期 Lamé ee, X,./ X 1 au Tor, AH- DAE 
实数 上 下 的 收 做 性 可 与 公 比 为 以 一 外 1 (LU ke") m JURE SOR IC, 

STASI ER 15-3 (16 61H T 49 —TR7E PU Tr 
TE FEE AB Ince (1940 bj 烈 出 一般, 这 些 右 程 都 是 超越 广 
E MA BH Ince (1932, p. 359). HAL, du n 是 一 整数 ， 
RUE SEL APRS FR SEG OS Fon 0, 1, 2, +--+) ntl i Lamé 
We, TOA RIA RAR, 因此 是 8; 0, d PIAA RAM 
称 为 Lamé 多 项 式 . Pei, REEMA FUMER MENS Aet 
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超越 Lamé pj£ (Ince, 1940 a). 

实 周期 的 Lamé tur] Legendre P3045 gite dem CR. 
Erdélyi, 1948 RA PTR), XE Lami 多 项 式 情形 下 ,得 有 限 
的 展开 式 , 在 超越 Lamé 西数 的 情形 下, IE RRL. SPEAR EK 
中 的 系数 都 是 三 角 失 数 民 开 式 中 有 数 的 简单 懂 数 . oy Legendre 
画 数 的 展开 式 在 酸 作 第 二 类 Lamé APSO Rea. 

Ince (1940 b) iE Her SE ERA. Mea T. ir 不 是 
see BT A Sal, RBA EM. 如 
n 为 -整数 , 且 有 一 Lamé ZUR, BUS PRA E I8) NE. 
BC. im n TERN A — aE Lane poe, IST A agja Te 
TÉ SAT — TERRA. ith, (92 7 (012). 式 可 补充 
dub: 

(27) aZ edt, m=0,1, 2, «++, du n 不 为 整数 ， 
Bein n Xp m= 0,1, +++, |a His —19; 
an =i, mm Ben A BR, m> jnt] — Yz 

Ince (19400) 还 研究 了 n LAIR ME Ea. A 
的 实数 n, 性 求 得 
(28) a bim o (4m pL) AL (n 4-3) J“, 

qmi „pamt2 o (Am-+3)kln(n +1) 3%. 
Hua JE ka JA) SK 的 解 可 用 如 下 形式 的 


à a 4 c 04 a5 7 


Fourier rkm, B 

D A @r-WL 
MEE SELLY SA GE HESS, 及 包含 一 过 分 式 的 方程 ;用 以 确定 
^ 的 特征 值 . 如 2n 为 一 奇 整数 ,用 连 分 式 有 尽 , 得 ^ 的 一 个 代数 
方程 。 对 感 于 这 一 代数 方程 的 根 的 Lamó By Be (Rp SK) 是 
s, e, d 的 代数 西数 , 称 为 代数 Lamó 西数 (关于 代数 Lamó Buch] 
OB Lambe, 1951, 192 及 其 中 所 列 的 文献 ) .不 褒 是 代数 的 或 超 


70 高 NE NE E NE: 
越 的 Lamé 而 数 ,对 于 om-—0.1,2, --- 及 所 有 的 2, apt both, 

源 始 周期 为 2pK 的 解 可 用 形 如 下 式 的 Fourier PERT, y 

cos f 
> A, sin (2r 一 n 
SAGA RHE. 除非 p— 1,2, 或 所 否则 ,确定 
的 方程 总 是 超越 方程 ,而 且 Fourier RATAR, 

BORER Rh RERE, a? SED. HU Lam Jr 
程 的 一 个 解 是 一 (周期 ) Lamé gisie moy EQ. 除了 2n 是 整数 ， 
ml |n+-14|— 16 的 情形 之 外 ，Lamé hf AOR — EAR, DS UG 
有 必 村 楼 作 出 第 二 类 Lamé Bay. PAR 00 AAG Sl fh 
FORSE Lane 方程 的 那个 属于 15-4 (2) 式 中 oo 好 指数 
A entie 6397. XX Rena — by. 

第 二 类 Lamé PR WS EE. Te RL OO 
15-4 (2) 提供 了 一 个 5 MIPS, Heu 方程 的 理论 另外 提 
HILT RRBRAK. Xii EG) 为 第 一 类 (周期) Lamé H 
x, 


- E(g) NUO j^ du 


PRERE Lané ui, iX— 36283308 RTEZ 献 中 (如 
Whittaker J£ Watson, 1927, § 23—71). 

如 果 第 一 类 Lamé HA —3& Legendre gir pots des, 
其 中 变数 与 se vi d REDI, BNO Wig IHR Legendre 
HA RO A AA Legendre gat , BRI AEM jg fi 9$ — 
3k Lamó Bie, 3—BEXE 2: Kin DER, (ama n 4-18 | — 16 
时 特别 重要 .在 这 种 情 甩 下 ,第 一 当 Lamó KH Lamé 多 项 
式 ( 如 in BO ER Lams ER Ctr 22» 为 奇数 ) ,在 任 一 情 
PF 它 是 以 有 尽 的 第 一 类 Legendre Aha if ny 
的 第 二 类 Lamé HRSA OK Legendre MAH ARAL AK aM 
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BR den sott MORRIE ( 见 15-1-1 Qt) 时 最 为 有 
m. 


15-5-2. MERA See, AMA 


由 于 sn? z fS eee Ry AK, N AT— EAN Lamé p 
数 的 原 姑 周 期 必须 为 ei pK’, weak, pl, 2, RR 
在 及 其 性 质 可 用 类 似 于 二 季 的 方法 ,建立 革 些 Sturm-Liouville [itj 
XR uK CK, K+iK') 的 问题 来 确立 ， 获 此 之 外 ,我 俩 还 将 虚 用 
Lamé Z9 Al sie ph A. LEINE de ker E HB De d 

在 15-2 (1) 中 , 命 
(29) z'—i(z—K—iK), &À'—n(n--1) —h, 
HN 13-18 uode 7 及 13-22 节 的 表 11 得 


[k sn(z, k)p- E (iz', al = [dn (2*, kN 
—1- [k'sn (2', BY 72. 


en (Zz', k) 


因此 

(30) DAT (a1) DE en (e^ k') 11 4—0. 

显然 ，(30) 的 每 一 个 解 必 满 足 15-2 (1), RRR. UR P m ib, 
G3 中 0) 式 的 解 作为 s' 的 画 数 时 具有 一 实 周 期 , 当 作 2 RT HERI 
有 三 周期 ， 从 15-5-1 季 的 精 果 可 得 下 列 竺 论 ， 

我 们 只 要 孝感 虑 周期 为 3pK' (p—1, 2, ---) 的 Lamé ir 
mga Y ER = 一 下 一 —i(e'—K’) SMR. Pee 
Box” (2, kV) BER ABA Eni" (2, AR MR 2 — Kil, il 
值 于 区 间 Oi 2DK' GREY 27K’ 的 生 开 区 间 } 时 ,省 们 恰 
具有 pm AR, BT Ecg 及 Es,” Kg hen) Ak Birke 
fA BIEL aim (c7). 及 bir (c) 表示 . | 

"uA Oel, Haan + DER BIET RE 4o m0,1,2, --*, 


72 LEM 超 E HR & 
恰 有 一 个 Eo, WEP n—1,.2. EL Esm, da m y 
15357 FE A LE, dm m 为 奇数 , 则 为 ER. 3X 9E PR 
XCELRJB- 3^ ERM ^' RIEF 
(31) Eo (z, k?) = EBem(2', kh”), Es’™(z, KD = Es™(2’, k'2), 
(32) ap" (hk?) a (EP), bj" (A?) — ORK). 
5 HHRH n a E MEE 
IBF À' (oh, h) OS CAA, ee 
Lamé Bie (EN m> |a +Ya| — Va). 
SPR TIE EN DB EM (9) - (32) , (27) , (28) 
xk HP 8H (32) ARIE 
Lamé 多 项 式 , 是 s. c 及 4 的 多 项 式 ,同时 具有 一 实 的 周期 各 
一 看 的 周期 从 零点 的 分 析 中 可 得 如 下 情 等 式 : 
(83) Ee®(z, k?) = Bol-™(z, k?) = Bet™ (2', kD). 
Es? (z, K?) 一 Es!*-™*1(z, 42) = Est7"* (z!, KT), 
(34) ama) Ham (kt) am (A) Hank) (a 4-1), 
bm (KB) bin (kr) on e) EOE 71 (62) = n (n 4- 1). 
AAT AR n RE, m—0,1,---, |n+12| — te, Lamé H 
煞 径 适当 正规 化 后 都 正确 (Erdélyi, 19412). 特别 是 ,对 于 
ka — kf us Wh, 
(38) a™(4Q) ar "^ (16) = bp (14) 557^ (18) — (n1), 
(36) a$,(56) —n(2n-F1), 05 (V9) 一 (1 十 1) Qn F1), 
mre, 1, 2, 0+ 
类 仆 的 关系 对 代数 Lamé piscinis. (Erdélyi, 1941 b). 
(3T) Ec? (z, k) = Eoi n (2, k’)  Eet-7 (e, k'?), 
Esmt4 (z, 22) = Ea- (2, k?) = Een (2', k), 
(38) ap" (44) Lamm (a) arte) an (99) n (n 4-1), 
(39) ap *(04)-rar ^05) —n(s--1), 
其 中 全 一 雹 应 为 一 整数 , 区 二 0,…, [n 14], Lamé RMR 
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OSE, AE MR Ata Lamé BBR TA 66 45 
TEME, LLY FEE ABE, a=b. JA (39) 式 还 可 得 
(40) ami (12) =14(2m+ 14) mt 84), m=0,1,2, ++ 

现在 可 讨 洽 周期 为 2K, 4K, SK", AK" 的 解 的 共存 性 问题 ( 见 
Erdélyi, 1941a)y， 我 们 已 稳 迹 明 二 个 实 周 期 的 解 在 丽 卫 只 有 在 
2 为 整数 时 共存 (属于 同一 特征 佳 ) ,而 且 所 论 画 数 者 是 相间 实 周 
期 的 超越 Lamé 夯 数 ， 同 理 , 二 个 夸 周 期 的 解 在 而 且 只 有 在 为 
净 数 ,所 论 画 数 为 同一 虚 周 期 的 超越 Lams EHE TE. 不 仅 如 
此 ,在 Lamé 多 项 式 的 情形 下 , 实 周 期 的 Lamé Er JA W g 
Lamé RBA, Lamé 多 项 式 都 是 双 周 期 lm mi žr, WHE 
BA, ER. Lamè EDUR UAB 4K, AK”). 从 特征 
值 的 相对 位 置 的 分 析 中 也 可 以 莫 明 , 一 个 不 同 的 Lamó gj, Hr 
一 个 具有 实 周 期 2K 或 AK. 男 一 个 具有 有 周期 HK! 该 EK, 决 不 
能 属于 同一 个 五 值 ， 

总 辕 上 面 的 计 论 ,如 果 E, (2) Ji WI 2K, AK, UK! 或 AK" 
的 Lamé WE, n 不 为 整数 , 则 H(z) EUH — SEBSELEUE — HR B4 
周期 ,而 且 它 是 Lemé 方程 的 唯一 周期 解 ， 反 之 ,如 n 为 整数 ,出 
E, (2) 或 者 是 双 周 期 的 Lamó 多 项 式 ( 在 这 种 情形 下 对 应 的 第 二 
类 Lamó 画 数 不 是 周期 画 数 ) ,或 者 是 一 超越 的 站 周期 Lamé ii 
数 , 与 另 一 个 同 局 期 的 Lamé BET, 


15-5-3. 拉美 负数 的 积分 方程 


Lami HERA Whittaker (1915, a, b) ER, HB 
Hi 1noe(1922, 1940 a, b), Erdélyi (1043) 及 其 他 作者 所 研究 . 对 
应 的 Heun 夯 数 的 积分 方程 由 Lambe-Ward (1934) 及 Erdélyi 
(1942 b) WER. 

ux N(B, Y) ime Wt ER 


"4 高 u @ 越 图 数 


(41) Ts —n(n4-1) [k en (B, E) EN 
rar) [ean (Y, E) PN. 

HR AO) Lamé HH 

(42) EAT n (n [Een (Y, k) P} A=0 


的 一 个 解 ， Fk, AMDB 


43) [tht Dn (B, P] | N89) Amar 


ay? 
= [9340 - €. ”| 


=f. (= 4- (h — n (24-1) Lk sn (Y, K) y ae dy 


+ N(B, (Ene noe Leen, Kajar, 


由 此 可 知 | N (B, v) AC) dY Jl Lame 方程 的 一 个 局 ,只 要 "和 
HA” C++ TAE. 

RE haa? OT, HERAN) = Em (P) 是 周期 为 2K 或 级 的 
一 个 解 ,对 应 对 A; Mae N (B, WAL) 08 ERE 8 及 
Y mod 4K 的 一 个 周期 画 数 ， 则 根据 我 们 的 芥 断 ,可 知 


alk 
| N (B, Y) E? (Y) dY 
-2E 


是 Lamé Es TH, A mod 4 区 , 属于 Em) 所 属 的 同一 特 
REA. un 不 为 整数 ,或 者 % 为 整 狼 而 mes 因此 BEY) 是 一 
Lamé SHA, Ry E C) B: (42) HE — 5] 9S FERE Ez 的 积分 
HE 
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(44) fs (B, Y) Er (Y) dY -- A» E(B), 
n—0,1,2, .--, m—0,1,:--,2 
un ROC, mo 0, 1, +. 
Ju. 2 为 非 银 整数 而 mn. 有 Lamé 五 程 具 有 一 个 不 同 的 周期 
HR, PLY Eor (8) 及 Per (8) 的 一 个 如 性 和 组合， 在 这 种 情况 下 ， 
BIETE REIFE IT TRAINER — 
E Bor 及 Est. 不 过 ,Bex Est) KIRMA EA N (B, Y) 作 
A B — K d AS CAD ARRA. 
适当 的 核 N (8, Y) bliss HT IS Te GE IO B AL: 引信 新 的 
Bue E 8,4. ig ETE 
(45) sindeosP=Aen B su T, 


sin sin $i — i en 8 on Y, 


cos bdnB dn Y, 

HUA 15-1(16) 及 15-1 (18) AAS ndi (90-75 Pe (41) AEG OR A 
HER t fh d FE, N, N (8, Y) RE RR TRE RADO RR 
程 的 任 一 解 ,以 球 锥 坐标 起 未 ， 如 41 为 一 整数 ,六 IB, Y) 是 一 ( 正 
FANT) BRR AU Be, Alt GR GE 151-2 他) 也 是 一 (正规 的 ) HBF BR 
MAA, AB N ME AD 的 特征 图 数 都 是 Lamé 多 项 
式 . 

几 个 往 弟 的 核 及 其 特征 西数 (把 核 的 宇 称 当 作 上 8 的 及 BB 一 外 
BEE SEN ER) 到 在 下 面 : 


1 
(46) N = P (cos f) = P, (Ban Bdn ») (Ecim, 


(47) N —P!(cos 89) con ó — kan Gen Y Pi (pdng du), 


(Heim). 


ki EORR 3 #2 B 获 
， Jk 1 
(48) N= Pi leos 8) sin $ —i1,enB en P; ; inB8dn?* ; 
(Esj"). 


L2 
(49) N =P} (cos #) sin (24) = 8 an B an ? cn B cn 


x P (o dn 8 dn r). (Hist), 


du n FH (46) -(49) MER A Lamé SAU; 
通用 于 超越 Lamé 面 数 的 楼 包含 Q, WAH, Gla ken 6 su 
W £(k/A') ou B on Y ht Legendre 醒 数 的 其 他 简单 核 也 是 已 知 的 . 


15-5-4. 退化 情形 


dm k=O, Lamé FREY 
dA 
60) S5+hd=0, 
Kehle, 满足 03) 一 (6) SIE (50) 的 解 为 
(51) Ec?(e, 0) =cos [m(2 — 44 m)], 
Es" (z, 0) — sin [m(z — 1 x) ]. 
这 二 解剖 六 于 特征 值 
(52) am (0) 一 在 (0) =m. 
如 上 一 1, 则 从 13-18 (4) 式 可 知 Lamé 方程 变 为 
68) DAT [A — n(n 3-1) (tanh z)?] 4 -- 0, 


H Ko, K'— Yom. 在 这 种 情形 下 ，Inee (19402) RE 
($4) aim (1) UP = (4m --1)n — don’ 
abel (1) =b (1) = (4m +3) n — (2m 4-1)?, 
(55) Tie?*(2, 1) = ES; 1) = Pr" (tanh 2), 
Ee?™*1 (2, 1) = Es2*?(z, 1) = Pr"! (tanh z). 
EI, RR noco, FIT £0, ER 
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(56) mn(n--1)k?— — 46, 
在 这 种 情形 下 en (2, 0) — sin z, 而 且 从 15-2 (4) 4 £— V8 — 2. 25 
程 15-3 (5) 2% 
dA 
ae 
3x3 Mathieu SERRA, wy Lamé Week Mathieu UH 
数 ; 在 这 一 情形 下 虑 周期 K' = oo. 


(57) +[A-+49(608{)?] 4 —0. 


i5-6. iü3E- ROB RL 


在 15-1-3 Gir, ME EB STE Wangerin 的 坐标 系 中 ZU 
出 的 某 些 势 问 题 可 以 性 出 在 Lams Oa ERR ERU SE 
解 .现在 我 们 可 证明 ,这 样 的 解 仅 在 天 的 某 些 特征 住 下 填 是 可 能 
的 :我 个 把 由 此 而 得 的 特征 解 称 为 有 限 Lame SER Lamé- 
Wangerin Uit, LAK AF LEN EP Prat tens AS) Lame iR. e 
于 Lamé-Wangerin (83 , BrAnxt tb , 3x U Wr SBA Rt BY 
都 取 自 Erdélyi 的 一 篇 论文 (1948 a) 及 其 求 刊 布 的 作品 . 

Lamé-Wangerin WR Lamé HB 15-2(1) 659 — A, BAY 
ER: (en 2) Al) 在 包 合 sn z (3E AP T RBRISBUX XP RS 
BH. EMA, T Lamé-Wangerin HEIA Py (e, k*) e 
RM FR TB, on e) Fo, hE ACK, 2K 42K) 上 
有 界 ,而且 在 其 上 恰 有 m PE Bb, (en 2)” FP (e, A 
AKHA Lai RAE, 2 ERE GI Gri =K HKE, — oo t 
«oo AUER EAR. BT PT 的 天 的 特征 值 记 为 cT US). 

mk Ron 均 为 已 知 ,而 且 对 于 实数 t, RR 

a(n-Fl)[EK sh GK'+2Ke, k*) ]? 

是 实数 ,因此 ,如 Lamé 微分 方程 15-% (1) A t 作为 自 变数 表示 
iM ARSAM. fir Ren> -% 当 不 失 一 般 性 . 上 而 的 假说 在 
O<k<1 及 n(n 十 1) 为 实数 时 屋 得 到 满足 ,但 从 15-71 (335 式 可 知 
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复数 k 的 情形 也 是 会 有 的 .从 13-23(13) 及 13-22 Wilde 11 很 
SE REAR 15-1(33) 式 中 的 图 台 满 是 下 面 的 实数 性 条 件 . 
aot P (2) 是 一 Lamé-Wangerin £r, ANGER 
F(2K--3iK'—2) KR Fl FKH ~2z) 
415 Lamé-Wangerin By, Ald Be Lamé-Wangerin EX 
的 讨论 可 以 只 限于 2— K—:K' WB aR. 如 PEC, k) 
为 这 样 的 一 个 画 数 , 则 它 将 根据 是 侦 数 或 奇数 而 是 = 一 下 一 ij 天/ 
的 偶 西 数 或 奇 夯 数 ， 下 此 ,可 得 下 到 边界 条 件 : 
(1) (snz)*A(z), fe 2=iK’ LEN 
AUK iK") =0, d= PP). 

(2) (snz)*A(z), HEz=iK' HR 

A(K-+iK') =0, A= F2™*1(z), 

HF z=tK’ 是 lamé ZRH 748; Alb Lamé-Wangerin 
PRLS FAIR A HI SEY Sturm-Liouville Hamp iÑ Hh. 不 
过 , =K ERNPU N LU FI ARE RM 
Sorry FLA SUE arde Sturm-Liouville 理论 ,这 种 最 简单 形式 
仍 保 持 有 正规 理 洽 的 所 有 实际 特色 . M MoCrea 及 Newing (1933) 
的 论 交 中 可 知 ,对 于 每 一 个 m=0,1,-…, 恰巧 有 一 个 Lamé- 
Wangerin 画 数 ,属于 这 些 画 数 的 Kh REEL TE EN 
序列 ， je 
(9) Ket Kiel Kick e, Sj m—oo Bp, K?cp—eo. 
WE Rend — is, gH n= —14, WHA A Lamó-Wangerin ps 
3c BB -T- H8] — 1 H88E fi. , m LAA Pr AT: 


(4 KAK’ daR., Ro n> —144 W n= —le. 
如 果 O<k<1, 因此 下 是 实数 ,03 本 身 剖 县 实数 ,并 有 
(B) Aaea., 一 co O<ck<1, ne - 1%. 


PF Lamé-Wangerin HA, 15-4 A P-H S 
提供 了 了 形 如 15-3 (10) 的 很 多 展开 式 ， 下 而 我 们 将 栓 则 s BSpE SE 
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Mit, EA O<k<1 BUT. 
fft—-Lamé-Wangerin HAI s=% RE P 15-42) 中 的 指数 
Yon+19, 15-3110) REN T 57 RER, HEEL Tre, 
此 处 P E oo WH 0 olo. 显然 ,对 于 Fo, 而 对 于 Pe, 
Mo-ts Mn 


(6 Fee (2) = > V CET: > C, 978-33, 
r=0 r=0 


(7) FM) d > A, 871731172 od > D,s #93, 


REO RH (7 二 1, 2,3, +): 
(8) [h— (n-- D* (12-12) ] 4s 4-2 (2n +3) KA, = 0, 
(n-F2r —1) int 27).4, 4 4- [R — (n2- 2r -- 1)* (1 - 42) ] A, 
+2(r +1) (n+ 2r —3) &*4,,,— 0. 
(9)  [h— (n-- 2)? — (n--1)*k?] B--2 (2n 3) 2B, = 0, 
(n+ 27) (n+ 2r 4-1) B, 4E [AR — (nt 2r +33? 
— (nt QED) AB, +2 (r--1) ($n 4-97 -3) KB, 40. 
(10). [A (12-1)? — (n4- 2)3k2]C, +2 (2n 4- 3) °C, — 0, 
(m+ $r) (n+ 2r I1) C, i 十 [加 一 (42r +1)? 
| — (n4- 2r 253/10, +2 (041) (284-27 4-3) PC, ,,— 0. 
QD [A= (n-- 2)? (14-&2) D, 4-2 (2n -- 8) ED = 0, 
(n4-2r-4-1) (n4-2r 4-2) D, + [A — [à 4- 2r -2Y (1 +k) 1D, 
4-2(r 4-1) (2n -- 2r 4-3) D, 40. 

XR XEXEOR PERRI 47? 点 后 ,每 一 式 都 变 成 15-3 (13) 的 
形式 。 在 所 有 四 种 情形 下 ,4% 一 1, B= — (14AT), Y =k, ZRH 
T£ 15-3 (15) 的 根 为 =L, ek XP A BS— EE, TRES AR 
BoC A, BL (6), (0) AEZ=K-HE LB Il fi, db 
se. gd h BOHOBPHUET ZA — , RRR ee IA 1, 
MEHRERE Hk Im z — K' 的 区 域 [s | >] eeg, 
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ag |k| — 3, Bpxe 15-1-3 节 的 ILE 情形 下 , 报 数 (6), (VER 
送 用 。 在 这 一 情形 下 , 可 用 类 但 于 “的 降 玫 胃 数 较为 方便 ， 

在 数值 计算 上 过 为 滥用 的 般 数 可 从 PFE 15-4(4), (5), (6) 
SH, 在 z= 起 ' 灶 ,c/s 一 一 i Lamé-Wangerin 图 数 属 于 15-4(6) 
中 cfs 二 一 i 上 的 指数 entia, 而 15-3010) AHE T Coe is) / 
(a— is) = (eis)? Ha BEA, RA 

PICS PET ik's\* 

C Goa) Ge): 
此 处 P 及 oa 的 值 为 0 或 e 显然 , m 为 偶数 时 Pme, m % 
dpa Po = Ye. 此 外 ,如 像 15-5(13) cR— BE, BLA C. RI 
(12) snz=cosf, onz=sin fi, ctis= tie, 


从 而 得 另外 的 展开 式 : 


(3) Fi(geYA,exp[- (2741) Gi], 


(14) Pi"(s)—dnz Y, B, exp[ — (n--r--2)6. 
dE estar Pre EJEUR : 
45) [E — (n+ 1)%2— 1) JAH Ant 9) 424,0, 
(2r — 1) (n --7) LA, yo EH — (n+14+2r)2(@ — £2) JA, 
4- (r --1) ($n 4- 2r 4-9) & 4, ,,—.0. 
(18) (H — (n4-2)* ($ — FY) IB, + ($n 2-8) B, =0, 
(24-1) (n 4-7 +1) KB, y+ LH — (n4-2r4-2)* (382) ]B, 
+ (+l) (2n-E-27-- 3) 3B,,4 = 6. 
此 处 H = 2h —~n(n+ Dk, ral, 2,3, --. 
SX UG UR HESC IA ACR 27? PU sERY, 15-3113) BEER HE 
a=Yok?, B= —2(2 —k*), 二 次 方程 15-3(15) mHE 


Ik, So 
THE OIK 


fi— 


RER d x Book T] 
如 Re k'>0, A} Ji] <{é,|. BEN (13), (14) fe 0c E, k'al 
时 的 收获 性， 如 iK +, Out K, HUM 13—18 HE Y Han 


因此 jetis | (1 — £0 (Ak), dur & MESE, (13) 或 
(14) BAB XC oh T ty (1-6) / (14%), At (13) 
(14) sif Im z — K' Kae DSA E X LK) 
AH) SAH. ER 


et —t (c is) = a 


der Im 2K’ 上 是 实数 . 
FO CARRE, TERR PO Legendre BBR 
可 用 15-3 A 15-4 季 的 方法 来 得 . 
Lamé- Wangerin Bruit Hse VT A] Lamé ak 
的 同样 五 法 求 得 . 像 在 15-5-3 Hi—R. ar N (B, Y) 满足 偏 微 分 
方程 15-5 (41), 考察 积分 
ZE+ ÉK" 
f N (B, Y) F^ (Y) dY. 
ix 
15-5 (43) SO pater Re: XXC— TRA UR hc] Lamé 方程 ， 
ABOUT YK! 或 YOK + eK! 时 
Nie, v 14300 are i) ev (S Y) 
JP. dm N (B, Y) we B=iK' K B—3K--iK' 上 上 的 指数 Lon 4-5, 
ERDRE A ed PTS G8 — 9E]. E- SURE et Lamé-Wangerin 
PERC" HRT, IAB | 
(47) ME N (8, Y) PR) dr =} PB). 


30, Phy) 0. 


MSN (A, Y) m MEDIE ae 15- 5005) 把 1 15-5(41) 
TER RE ER A RR GEM, (A 13-25 
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Era) FERNER, AK IK") E, s EER, c 是 负 的 虚数 ,dd 是 
实数 ,因此 在 15-5 (45) 中 
(18) cos 6 act, sin @cosh>0, é sin $ sin 870. 

IFAS EAEE /以 及 每 一 个 常数 a， 

| f(acosa+7 sin a — iz] 
是 Laplace HER — 4- BE GE EAR SER u y. 2), ROC AQ) —w "1, 
TR 


(19) (sin 0 cos $ cos a-- tin 0 sin d sin a — i cog 0) 771 


k ; —n-1 
= (reng an Y cosa+i zcn B on Y sina— 7, dn B dn 7) 


X— Ai SUID EC, A a 8538 ER vf BTE S Pag dt Ue PRY NR 
f& FECE CK', 2K +cR BRA E. au URAN 
于 这 一 区 浊 的 一 个 端点 时 ，w,， aN /0Y-0, 因此 (19) REREH 
AK, TREES. a= tle, RD ER 

(20) p T (+dn B dn Y —& on B en Y) "17? (YAY - X9 f (B). 

ig? 
PP as YRHER 48 Lamé-Wangerin UH Et mh Lams-Wan- 
gerio Baer AE fi CK’, KHK ISA. Rp RISE (20) 
式 中 二 核 之 和 或 差 ， 
15-7. #APR-SPRGENE FORE 

TER Bs APER 7 D LR ER ERHEBT TER. 
Bis Run. 

用 哺 球 面 坐标 o, 8, Y RP FE 2B m go. 变换 公式 为 
15-1(8), ,8,7 atl pofi Ti d T6, 15-1 (9) 3; F Ra. RER 
BIC Hh BRC ii Lamó 方程 , XE Pr? à HG ER ud 
a-const. E BC ist Sif Hf sd ERU BR HE, D ee BCR) C (Y) ite 
BRITEN. 我 们 称 4 (0) B (8) C (9) A RR PA, dt 


ncs IIIS 


ee aama a paga mr hara apee = ae e e a 


Crate EAER 88 
RAD Aa, Bir A (a) B(8) CY) BIER UR 
BERK, REN Ae Pp BLT LEER TREO ER, EL ACK’) = 0. 

在 15-1-1 Grp RENT PRT RA ER AE, e A 
BO) = C(O), m 3X —E S SEEN Lam pss, 周期 为 4 区 
及 AK’. 根据 15-5-2 节 可 知 , 周 期 为 AK 及 46K" 的 哈 有 的 Lamé 
apa Lams PHR PKS RAR, n 应 为 整数 ,我 们 
可 把 2 AFA, Boman. 于 是 得 各 十 1 pn SR 
(1) So" (8,7) = Ec" (B) Een (Y), n2- 0,1,2,--, m0, 1, --n. 

Ss? (B, Y) = Es" (8) ES (Y), n—1,2,3,.--,m—1,2,.--,n. 
这 些 画 数 用 15-5 (45) 的 变数 9, o FERN Dp ER Ti A A TR C, 
2n--1 ER G5 TA EBORE REA DS ERE A CERE. 

BEREIT SPUR EH I — 1E A6 , B 


*o ^ O03 343 /2QO45 «080 & » c* 959 c 


à) — [Seri v) See (8, 7)[ (en B) — (m 1148 av 


à 
= fÍ 88 (8, 7) Ss CB.) [(on 8)? — (n 1] d8 dy=0, 

T | 

(3) {| Ser 8, 7) Se (8. Y) (m 8)? (en $531 48 av —-o. 

Je Ab € dexMik E BH K i K+K, Y ch 0 变化 


AK. HE) 可 从 So 及 Ss JE Y —K 上 的 不 同 宇 称 来 推出 . X 
TECH nv 时 的 (2), 注意 : 
ELA TN 1 (ken B)3 — (kan 3318 
(x) Sem nee DEG m B — G8, 
其 中 S, 代表 Sor (s) 或 Sr (6, Y). 因此 


84 = a o dm o dh o guo # 


- 2 2 F1 F] 
信人 
=[n(m—1) —r(» — 1) RM (en 8)? — (sn 7)"] 8, S,. 
过 © 积分 ,和 mE 
[nin — D) -»(—1)1 | [Lem &)*— (2)*18,8, 48 47 =0. 
E 


SEN ner BAK). HP my men, 注意 EO 及 Tor 
(IRE, Est 及 Es 个 蚌 同一 个 Sturm-Liouville 问题 15-5 (1) Ee 
13-5 (2) ] 的 过 个 特征 而 数 ,根据 15-5 (9) DA 15-5 (10) 1, ER 
FRR PEE, Alb, thas», mee 情形 下 的 十 程 0, 8E 
Sturm-Liouville 订 数 的 正 变 性质 中 推出 . 
确 丈 面 凋 和 夯 数 的 正 交 性 贰 使 我 们 能 以 确定 一 个 答 定 在 6 上 
M Ee i BE 7 RT AT Re d 
Fee Ee ER Tn e BEER SER, n] DHE ET ge. 
=C(O), 因此 它 共 有 如 下 形式 之 一 : 
(4) Het (a, B, 7) = Ee? (a) Ec? (B) Ec (Y), 
n=O, 1, 2, +, m=0,1,2, e, m. 
Ha? (a, B, Y) = Est (o) Est (8) Es (Y), 
n=1, 2,3, ---, m=1, 3, " fh. 
此 处 的 Lamé SRAT EA od HELL 8? pi La (2 —P —o — 1) 
KSA, Ai He? 及 As? AAR mo. 中 的 
n REHA MAFPEN). 
_ E. T. Whittaker (Whittaker J£ Watson, 1927, 23-62 Bi) 
$$ J SPER MEA AP: 
e "P. (w) Eor (2) dv =A Ho? (cy B, Y), 


K 
三 Po Est (9) dr =h Hera B, Y), 
0 


tae doe oW 35 
其 中 


(e:  K'tsn 1-- y on y — ie dn v 


k' (a — c?) 


2 


k 
= k? sn o gn £ sn Y NT en a en B on Y enc 


1 
V ya dna dn 8 dn? dna 


是 埋 倍 球面 上 一 点 之 出 的 球 而 中 再 , TH SEIN 


(0 (ksnaenp, i5 
A 
(8) (zsa am T, i ony en t, payant) 

WAER (5), 注 党 Palo) 是 Laplace 方程 的 一 个 解 , O) AA 
边 的 积分 也 是 一 个 解 . Oh SK PE AR BBE on, en B, sny, © 
ond, e, dn? 的 和 多项式， 最 后 ,作为 点 (9) 的 画 数 的 P,(w) 是 一 
KRETA 15-5 (44) 可知, 积分 应 是 EgO) Esr) 
的 倍数 ,由 于 &, B, Y 4E w rios gens ef (5). 

AAR ER EUR A) 的 不 同 在 于 : 了 er (a), Es? (o) 用 对 应 
的 第 二 类 Lamé 西数 来 代替 ( 见 15-5-1 ER). SR Be th 
"jn Pi den: 


AG ix 
. Q, (0) Bom (2) dr, | Qn (ww) Esp'(x) dr, 


式 中 On 为 第 二 类 Legendre HR, w Fi (6). 

FERRE AE E 15-1(16) os, AE (1). 如 以 8 及 7 作为 
RR, UAB ER AS, A BRE SA De E AN 
Bid oe BY : 

r'BeR(G,Y), . r^SsP(B,T) (RD 
rt Sor (8,7), tl, Gb) 
dtrp m 为 一 - 非 负 整数 , 且 m<n. 


1 
on a enp, p dnadng) 


86 modu EBER 


15-8. 3E$5pucx RIAL TERT SCIRE ES BI 


Ar Tat Lamé-Wangerin ARER Ee SR R XX [B] x 
Uhr ih Sa RORTER E E Nr JH BRATEN er 1571-9 节 中 的 情 
Fe L. do ERE. FREE E28 PU T STE ISO JE RE AI 
dé pu AX [Bii i.e, BaP EA u == const. >0 内 部 
TE NA AD RK, 

在 这 种 情形 下 ,将 FBSA ERU TG Sh RL s. us v, 
折 用 的 变换 为 
(1) zri=s=sn{u+tin,k). 
BK 15-1 (29) RAP BERL RAT HEA: 


day i-k 1-k\}? 
y UV ay (na iae EET en it L-K) leo, 
Q) Sa 0+) fa (m O (ions 3] ww 0 
iy 


Aer Gea me] sal (1+ eXo—iK) J| Y= 


fe 15-1-3 Wir E REDI, ARRIE: OMY 在 v=0 RE o— K' ((2) 
的 第 二 个 方程 在 此 处 有 奇 点 ] LADERA, PU 应 在 4 一 天 
(第 一 个 五 程 在 此 有 一 奇 点 ) 上 尿 持 有 限 ， 

4 BPD) e Lamé HHA, BAR B v] 15-6 Bie 
求 得 .站 一 六 法 在 天 接近 于 1 Ge Rag T BA Sea) WEAR 
适合 ;对 和 于 ASR ME, ARG k ag Lamsé 方程 比 之 处 理 像 
(D ri (1 —k) / +k) aE. 这 可 用 曲线 坐 称 vs o RSE, 
AR SR os RR, 

由 13-22 gie 11 的 变换 B 与 Landen 变换 13-23(13) 的 和 粗 
合 中 可 知 
an (2, k) = —i se (du, k’) 

9i sn (ti, fe) 

TIFE on (is, k) + dn (a, EY) 


第 十 五 章 de 36 Bg E 8? 


其 中 

_1i-k 
TE 
pid en ee t v 的 引进 可 借助 于 方程 
Lak's d= 


Cc ` 
cad a, = Furiv), 


k-—i(l-k)w, ù 


(3) e+ip= 


其 中 
(& s=sn(etiv, 5), c=on(utiv, k), d=dn(u+i, k), 


Eu 
= Il’ 1-% 


HE a>0, Æ k, Oki. THR w eh G) 式 拟 引进 的 曲 
如 坐标 ,并 应 用 15-1 (27) ng Sed. 
应 用 13-17 节 的 公式 ,可 得 变换 (3) 的 实 还 式 : 


F ! 
tak's, alk's, 


5 = P= — 

(3) z C10, Head C404 Hyd, 

X 

O Fu urn re 


pi E 
=} Kim [k en (u HK, &) ]? [k sn (v, &£) 7. 


U RV BRAD EE 


* 
@ Aut (m? — V45 [Kk sn (u+ iK', Kk) l1 U —0, 
; d*V ; . z 
(8) pe c Vo mi) Ck sn (iv, k) J?) V —0. 


tebe (3) Jp v, v ZR EIS OS. +iK', 2K EEK 88 RG Dt nx 
FEE ?>0. 在 下 面 的 图 中 od Mg RH FERN. ER 
vv, > HK HSER MOK BER ORB 就 有 是 点 
z= —o[(1— k) J(123-k) Jó, z= —o[+h)/(1—-4)]4, P=0, 
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更 在 我 们 来 杰作 在 这 一 重 图 点 四 次 钱 内 部 正 旧 的 静 和 国 数 . 
PROV 应 在 ?二 vo PLEBS GERM LIRR A 29-89 26 fF 5] 38 iB S 
f: [en (u+iK', 2) 4 Vw) 应 在 区 间 (0, 2K) 上 保持 有 界 ， 
[en (iv, k) JV (v) DER (va RK) EPR. 
MAA E Lami HB, ep n= m — Vo, 2 =u IK. 
Mi (m 2) U(u) 4E 2 —iK' 2 52K HE’ ARRES A 
h= es (Kk?) BIETE, Wa TEC Og RARA 
U (u) = F5, ylutiK', kò, 7=0,1,2, + 


2K-iK" 


在 方程 (8) P, BUE A eh), AHA HERI PE 

V (và = Ft, Ge, 2). s 
此 外 ,这 一 解 的 性 质 是 使 [sn (2v, k) PV (v) fg v — iK" EA SEIT 
且 队 常 骤 因子 外 ,可 以 这 一 性 锁 求 确定 ,因此 五 程 15-1(08 人 吉明 ， 
EGOAN 5 3e nor eA, Laplace 方程 唯 有 的 正规 解 形 为 


Rtn te sp , 88 


C14 -Head 
O Wa (nite 


x Fh (iv, A) ett, 

m=0, 1,2, e, r=0,1,2, + 
AEH E api fet RA fer p Tr PERF EE RP 3B. 
HTAA BSCR Pe ER Alt, 225 38 HH, SCRI 
一 个 15-1-3 GTAP SH fik [3] 88 SEE Wangerin 学 标 中 没有 一 个 
妃 知 的 边 笛 开题 可 遵 册 代数 Lamé ik (BROT A 
六 竺 说 是 存在 的 ,因为 4 十 翅 是 一 整数 ) 、 除 了 了 oole (1929, 1930) 
所 讨 窒 的 手 环 的 调和 和 画 数 (他 古 明 这 些 苹 数 与 赔 捧 Lamé p ae AZ 
关 ) 之 外 ,所 有 15-1-3 nti cR EN AREA By Lamó gj 

dE (en, Lamé-Wangerin ir). 
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16-1. 8] E 


ACS Brat Bade DES AW +? W — ER E 
么 中 用 分 高 变数 法 求解 时 所 得 的 西数， 关于 波动 方程 肥 有 关 偏 微 
Zr b Ep AER Ae Be 15-1 节 中 也 列 的 文献 

关于 Mathieu Er, McLachlan (1947) 所 著 旺 一 本 标准 落 
作 , 其 中 包括 有 很 多 应 用 及 参考 己 有 上 月， Meixner 及 Schäfke Prsty 
一 本 关于 Mathieu 画 数 及 球体 波 画 数 型 渝 和 应 用 的 书 正 在 排 印 
Ar, Strutt (1932) 的 ECHT REN RR 
Hr YESS Ae HA TARY HK Strath (1935) 还 刊 布 
TA- HHM hE, HT Maihieu mek, DH Whittaker & 
Watson (1927, 419 章 ) . 

在 这 一 章 里 RAP N -VE EE R, BY 
LEAR ARM. HTH A Te 
ERRA, TRA EMIRE, 本 章 中 有 关 Mathieu Bier 
的 几 凶 根据 MeLachlan KAPPE, FREE J Gti RU AR E 
Meixner 的 作品 . ARID TMS, :其 已 知 部 
分 部 和 概括 在 Strutt 的 论文 中 . 


16-1-1. MHH 
RPA Be BE EH EE av 代替 直角 坐标 om. y, 


(1)  x—ocoshucosv, y-ecsinhusinv, 


EP ¢ 39 — EIER. Fer, y RR, Wee u= const. Hk - Melk 


92 - [EE R uM M E. 


SALA, thee o = const. Aiie — PL b EE, HR 16 38 n8 ew 
(Xe. 0). E — Zi v —consi. R— BW idit A Anir v 
Jk v Bü dz Blog Osucoo, Over, 则 得 整个 zy 平面 . 
2 一 0 X v—2z (Cim Is] -- di ECT h oc Hee oo HY a 
fh). IHRER RB — orc BK) ,可 作 
为 一 分 枝 切 制 ,号 H 0. v—v, 及 点 一 0 v— Sm u BRAN 
在 a, y, 2 之 闻 , 剧 得 对 应 的 构图 村 及 双 曲 柱 共 椒 族 . 


AE CL SERE SCUAT SE bs UP 
。 _ te eV Fw 
@) AW +e = cosh (2u) —cos(2v) ( aut d) 
gw 
十 253 +eW=0; 


如 果 这 一 方程 具有 形 如 下 式 的 正规 解 

G W—UQ9VQ)Z(2) 

KWEA U, V, Z TA E: 

(4). 1% 80 cost (2w) U =0 

(8) dert - $6 oos (2v)]F =0 

(8) CE +PZ =0 

其 中 h, 0 Bl ARES RR, h EEES, S 

(T) ete 2440798, 

#25) 35% Mathieu Jj PE; Ay Be (4) BERN 28 P9013 do Se Ton 
Mathieu 五 程 , 称 为 修正 Mathieu EZ. 

如 果 波 画 数 W EEE 二 ww LBS, FP BE Be, RU 
A V Qn) =V (0, V (22) 2Y' (0), BP 22 是 (外) 式 系 数 的 周 
期 , 故 知 V (v) 必 是 v ER, 其 周期 为 2m. PR PI, 
STR 0, 使 这 种 周期 夯 数 存在 的 7. 的 特征 值 钥 万 一 撼 
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RTA SNR Mathieu 面 数 , dm V (v) (9) 4 mod 2a 
周期 解 ,区 V. (v) RV (9) 士民 一 四 也 是 同样 的 解 , 因此 ,我 们 对 
Mathieu EM, ART v fiii eei Re. 
BE W AORE ucc, PANER, ACE. 由 于 4 一 0 
3 一 01 K u=), v= 22 —v, HRRHZSR OMY Efi — 
BOTT Oxo, <n, 必 有 
U (0)V (v) =U (V (2x —v,), 
OOF (vo = —U'(0Y (3s —- v). 
和 如果 下 (四 是 一 个 Mathieu iin V (2x v) V(—v0-V (v). 
Kal RE MOTAIR U (0) 一 0. 因此 ， 
KAT (u) Be tA ur RT BRASH UU) -V Gu). 
同 理 , 如 果 玉 (wv) 是 2 AERC, BW) Oe) oe A, A 
数 . 
对 于 一 个 在 椭圆 柱 w 一 w HEHE EI RT 
W, 在 仍 寄 运 处 的 性 访 一 般 都 是 规定 的 (例如, 满足 Sommerfeld 
ER), TAM u fi, 
P (234 y*) e[ (cosh w cos v)? + (sinh u sin v)?]* 


近似 于 V6 co", HE (4) (6E £3 exp (Lo ix ce") sx, exp( — lo ie ce") 


16-1-2. MEER 


(8) z=csinhusin vcosd, y=csinhusinveind, 
z= c cosh uw cos v, 

其 中 。 为 一 正 的 常数 ， 曲 面 w— const. AU ER TE RI 

Tii v — const. $83; — JEP Wh i JR . JETER I 1€ eA ey —0, 

a= +e. 9. d 的 变化 范 园 为 : Issue, aose, xbox. 


94 高 a @ M NE. 
而 $ — const. HEF, $—0 K ó — 25 BAB, 4 二 0 
SEAR XC ERE o my —0, cm ze rien 
共 焦 条 退化 双 曲 而 的 二 牢 ,分 别 退化 为 了 -9 一 0, 220 Ray), 
2< —c. Atk, et ER RRS, 

在 (8) 式 的 坐标 系 中 ， 


e PW sw 
ay 一 ~ or es 
(9 AW etw = {cosh u)? — (cos v)? ( Bu? + ay? 
aW l FW 
taha .——--ot Le 27 =D, 
totn u Come av u) Cum aga Tew =0 


RE 
(10) W-U(w)V((vetem, 
"m U,V eo riu 
(11) a 3 FU, otnh u“ [A - (xe sinh #)?+ (m osch =)? 7 —0 
di 
de da 
Hpi MERARI. 方程 (12) 称 为 球体 波 函 数 方 程 的 三 角 式 ， 
Zi ER LT) np is aec s ie C (12) X. 

对 于 一 个 在 球体 二 ww ADRS SRS Deux WEN 
的 一 个 周期 面 数 , 周 期 为 2o, Alt, (LOG 88 m 必 为 一 整数 . 
X, W AERARRuSconst. 上 应 是 有 和 异 的 ,也 就 是 说 , V (v) WE (12) 
式 的 一 个 解 ,在 sose LAR. TER Legendre HH 3-1(2) 的 
TER — PE, (Dye (12) FE « — 0 BB ty 3-102) ]. BOREAS RE A 
CSE DUE fa TAE (12) RIA RR ARR RE. AUR W 
在 球体 w= uy RBS, EMAER w= 0 上 有 界 ; 这 就 确 
AE p U 的 选择 ,同时 表明 ; U (Qu) Ae WERBEN, 也 就 是 说 
U (u) 是 一 第 一 类 修正 球体 波 图 数 . 反之 ,如 WO ERR um u, 
外 部 正 旭 的 波 画 数 , 则 其 在 抵 肛 远 上 的 性 态 通 常规 定 为 新 近 于 
T lexp (Hier) ER, 此 处 


(12) Heino + Ths (ke sin v)? — (m oso v)*]V =0 


- a han «maf samme, u n 
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r= (t? y? + 22) 6 c [ (sinh u sin v)2-+ (cosh w cos vy}, 
当 u RAR EP lac ELDER xu Ep PART 
确定 者 称 为 第 二 类 修正 球体 波 贡 数 .， 当 训 取 其 一 特征 惫 时 , (11) 


e se e os 94 4 i a 


16-1-3. Bm 
Bà BRI ABS us, v, d SAA Rie Re PF: 


(13) | P" cosh usin vecos, y-ccosh u sin v sind, 

z= ç sinh u cosy 
其 中 c 其 一 正 的 常数 , 面 u= const. IK Jb 48 da ek m, d 
v — const. $i — JE AR E ICE k, TRE const. 是 子午 而 . Jk 
HAWES tee, 2— 09. wv, à Ri ED A: 
(zu, DT 0<d<ta, del del 代表 的 是 同一 子 
FE, v= 0 ER A HR [BI OY IR. "一 0 X 
tom - EV HAHN IE AIL IEG 2-91, olen 是 一 
退化 到 曲面 ,位 于 平面 z 一 0 上 ARERR RIK. 因此 ， 
整个 oy 平面 是 坐标 系 的 一 个 奇 受 面 . 

在 中式 所 确定 的 坐标 亲 中 ， 
WwW SW 

(cosh 2)? — (sin v)? er ur ay? 

1 aw 
《eeosh usin v)? Od 


2”? 


(14) WKN = —— +tanh u 


— teh =À, 


t aw 

-etn v Bp J+ 

An HUE EUROS 

(15) WU GV (v)e*ins, 

HERU RV WWE RD 

(16) A + tanh uZ — [k— {Ke cosh n)? — (m sech u)*]U = 0, 
< V 


ay —, ye tern + [A — (xe sin v)* — (m esc v)*]V =0, 


96 高 E 越 RH 
JOP 2 ESR. HIT) ERR E JA ARE 
wig? Wrist sh ERO F216) REIS u= io — Va) 化 成 17) 
式 . 

REE 16-1-2 他 中 一 样 , m EE SENA, V 应 是 一 球体 波 画 
数 , h 应 取 其 特征 值 之 一 。 方程 (16) 的 解 可 称 为 属 球 而 的 修正 波 
BO, 应 当 注 意 , 属 球面 所 通用 的 修正 ,yx 一 如 一 区 rz, 与 长 球面 所 
WAM, ude BBA. HFV RV) AV (av) 
ABD BRE TEC, BOT AE V (o) ED die v — Va w Be FT UB 
e. 对 于 一 个 在 球体 4 二 2 内 部 正 旭 的 波 画 数 ,通奸 16-1-1 Si 
同样 的 分 析 可 知 ,过 侍 标 系 的 退化 球体 (此 处 点 w— 0, vo, 与 点 
w=0, 4 一 匹 一 21 重合 ) 的 过 炳 性 要 求 U (u) 应 是 o Rey 
HAY HR V (v) Ak v —Vo Ro Ap En CHE Aur, RE, 


. 7-9 a s > 


16-1-4. HREH 


我 们 以 15-1 (8) se MARE EE o, B, Y, 此 处 a>b>c>0, k 
由 15-1(6) Ria, 2E PERTRA os. B, Y N fit u A Se 
15-1—i fp. M 15-1 (D T AARRE Bg. a, B, Y OP, ie RE 
AW -r tW =0 E 


(18) mr): (m BSE HL (on a)? (en 3)! 
oy 


+£ (en 8)?— (ena)?] mt (a3 — b*) K*? [ (sn a)? — (sn8}?] 


x [im 8)3 (m 152)[ (sn 7)? — (sn a) * ]W' = 0, 


Tm OA ESR 
a9) W-A(a)B(8)CQ), 
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BURG A, B. C TRE PRR AE: 

(30) 9 +L iln a}? + (a? bt) ke (an a)*14 —0 
PB 

(21) ag? [A — Ilan BY? + (a? — b?) ktr? (sn 5*1 B — 0 
PE 
dyi 
Jt À 及 部 是 分 离 常数. 这 三 个 厂 程 的 形式 者 一 祥 , EAM Bra 
Flags d EB EISE B. Jit FACES Ao BR EK EN 
数 方程 或 Lamé 波动 方程 。 这 些 方程 的 解 (满足 适当 过 欠条 件 ) 称 


(22) + [5 ~é (8n ¥)2-+ (a? — b?) he? (sm Y)4JO = 0, 


> > 8 wm 1 


程 (第 19 3€), Lamé WINBULER Lamé X. 

如 果 W FERGER u= uo 内 部 或 外 部 连 炉 , FAHRT, INT 
WMF BECA EDS 151-1 节 中 所 得 的 条 件 ， 这 些 演 
FSR T A A I RTE, 也 确定 了 对 应 的 第 一 类 Lemé gr 
EP. SAREE u= u PREMIERE, A 的 边界 条 件 仍 
fu 15-1-1 Bi es E Alk A 是 第 一 类 Lamsé ee ST-# 
FERRARE 1E JUGE Lae FERNE (CNS a = KU) 
BEANS, 4 可 表 为 第 三 类 Lamsé (rue. 


16-2. -RESSTERHER 


APAFI 
(1) DF [a 6 cos (22) ]u=0 
作为 Mathieu Jr fügt HX 这 一 形式 是 由 Inee(1932. Aih 
著作 ) 及 另外 儿 位 作 考 所用. 目前 前 手 通 用 的 标准 形式 . Whittaker 
及 Watson (1927, 第 19 章 ) EJ A=a, = — Bg, Stratton et al. 


9s E d Hom OM 数 

(941) F3 h—b— 15 0?, 49 — c, Jahnke-Emde (1938) Y k= 4a, 

0 — 8g, Tfi 3E VE Cs HE Fej ET E g de 1 (1951) B) DIL A 2b — 155, 
=14 s. 


Ince (1923) 380A Y Zu Fate 


ort + [2-26 cos (22) — v(v —1) (ese 2)*]u=0 


— Mathieu 方程 因为 代 换 w= (sin 2)» 可 把 方 
Base 


deu dv PK), — 
tet bs Vj, — 26 cos (22) — < 


这 征 球 体 波 本 数 的 微分 方程 ,我 全 这 里 不 诗 答 连带 Mathieu 方程 
在 这 一 节 中 ， 我 个 将 把 ^ 及 9 部 作为 是 已 知 的 (实数 或 复数 ) 
RR. Ait, Fe Qj PERRO — ft Mathieu Jj fg, 以 区 别 于 只 有 
0 一- 数 是 规定 的 而 五 取 其 特征 佳之 一 的 . Mathieu BAH, 为 了 
T SUE bd, FAM AKL) Ay Mathieu ZB. 
命 
(2) x= (inzj? 
则 得 
(3) de(t- 2) eR 24) E = (hk 26--403)u—0 


这 -方程 称 为 代数 Mathieu 方程 . KBR 
在 Lindemann, Stieltjes 等 的 研究 中 ,代数 Mathieu SEE = IE 
Alay, 在 4 一 0 及 2 一 1， 其 指数 都 是 OR 4, HA EHER 
Mo FER, 甩 于 这 一 个 非 正 则 将 点 的 关系 ，(3) 式 就 比 规 
难以 处 理 ,不 过 , 用 它 还 可 以 天 出 和 解 的 柴 些 航 数 展开 式 , 展 为 了 或 
1-2 的 算 极 数 , 或 展 为 超 比 两 数 朱 类 .这 一 方程 是 Heun pf 
(Ri, 15—3 他} 的 一 个 极限 情形 ， 

Mathieu FE (1) 基 一 具有 周期 系数 的 微分 方程 。 Rb 
bs Ay BAR (Ince, 1927, p. 381 ff. Poole, 1936, p. 178 ff) 可 知 
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《1 具有 形 如 下 式 的 一 个 解 : 
(à) erp {zy 
此 处 Pr) 是 周期 为 m 的 周期 画 数 ， 为 一 常数 , 称 为 特征 指数 ， 
BAHT h RO (Floquet 定理 ) . Be, 
(9)  e7"P(-—2) 
dE (1) RS — AR. AR, (DR CO REC EE eS, He) MR 
的 基本 系 . 叭 有 的 鲍 外 出 现在 记 量 一 整数 的 时 懂 ; 这 和 芋 周 期 
Mathieu 拍 数 的 情形 ,将 在 16-4 一 16-8 ij 

形 如 { 引 及 (5) 的 解 有 时 称 为 第 --- 类 解 ，Mathien 方程 的 其 他 
BAHN z 一 ioo 或 2 一 一 ico 上 时 等 于 堵 的 那些 解 ; 这 种 解 称 
为 第 二 类 解 | 

Vg uz u 的 无 法 有 很 多 , BAS PRS PS JL IP , fre ROC SERA 
及 数 从 确定 方法 ,可 参看 Blanch (1946) 及 McLachlan 著作 的 第 
四 ,五 章 . 

Poincaré 确定 六 的 方法 以 (1) 式 的 二 个 解 u, 及 za HAE, 
$424 Ri P ZIEHT EM 
(6)  54(0)-—1, wf(0) —0; u,(0) —0, u) —1. 
还 二 解 是 六 性 无 关 的 , 它 个 的 Wronski 行列 式 等 于 1. u, 是 e 的 
(ABR, n. RB. An 了 C0) 550, 天 
P(e) 4e P( — 2) 

2 P(0) , 


^ 


ty (e) 


如 PO) 4-,4P (0) 0, Hl 

SKA AG SRE TG, GEAR Un, FE Fus vm 
asa HF P(e) = PO), P'(4m) = P' 0)”, X 

(T) cosh (uar) ew (m) = poh (or) 

从 CO) SAMY STE pp 的 符号 及 其 27 的 整数 异 煞 适 。 如 果 wu (m) BR 


100 高 & E BKE Ë 
var) AOS ARR E T FH (C) sea E p. GETER 
16-3 #5), 

Hill 将 解 (4) E TBA 


(8) > een 


代 久 (1) 式 后 可 得 系数 c RRR: 
(9 Aa tr (pr 2n£)?]e, dc, el, 2=0, +1, 4% 
HE (9) eiim TEN, 


(10) Ca H Y, Q9) Cea d^ 0842) 770, n—0, +1, 22,-- 
其 中 
A) Aral) = 9/[ (Rn — wt)? — A] 
3& (10) 85 GER) 43 P0 Og 
(12) e - we -e 
1 — Ya) 0 0 0 
= Ya) 1 Ya) 0 0 
0 m) 1 "Qu 0 |= AC) 
0 0 Nite) 1 N) 


0 0 0 ^g 1 


i ORS A (ue) —0 确定 . SEHE Y ZU (12) SRR RAY , E 
表示 的 是 e I - TEMER, ee Ae, TE j= ieh" 
425),2—0, £1, t2,-- b. BP YtkD =p le), 其 
RE NY) —Y (B). din Ao 是 周期 为 叶 的 
—/ RR BR. BUG 

— E o 

cosh (um) — cos (mh) 

是 5 TAN, 如 果 C 确定 得 使 (123) XB m= ihh 
上 上 不 具有 极 , 旭 人 3) 3EFE— AES EC RR. AA ER, HT 


03) Al) — 


-HAE BS oR Ye By te 101 
ETE Ale) 1l, T $1419 L. Nd P 375. 


e f 1 1 H 
, — A(0) j[1 — 
Q4 4-1 mI 一 en 
, cosh (jum) ~1+4+ 4(0}[1 — cos (har) ] . 
cosh (uz) — cos (A Sa) 
RUP A BE A (+) —0 确定 , 故 知 
(13) cosh (Mer) =1-+4-24 (0) [sin (14 bir) T". 
XT Mathieu JjEc E525 Unik i PASSER IT ARE — 
APREA Magnus (1953). 
An ^ 及 8 都 是 实数 ,从 (中 或 (15) 可 知 cosh Qux) th Bae, 
a —1<<cosh (Mar) <1, Alu SE OB, pi 不 是 整数 , GASEN 
Mathieu Jy fé 85 4 — 1 BELT ET SE gh, Ok, OB it —1< 
.coahwm< 工 的 那些 区 域 称 为 稻 定 区 域 . da cosh (um) >L, Hi) Af 
作为 是 非 雾 的 实数 ,如 果 cosh (er) < — L, ii] ni RI AERE AER RS SC 
数 ;在 任 一 情形 下 , MORGO AAAH, Mathi ZZ B JE, HE 
A-TERMLAT. ,中 平面 于 , 凡是 cosh(pa) 2-1 或 
cosh(Hor)< 一 1 的 区 域 称 为 不 稳定 区 域 . 稳定 区 域 和 不 稳定 区 域 由 
cosh (Mor) = +1 AGRA, Mathiea 方程 的 一 个 解 有 界 , (HE 
周期 的 ) T) PU CR EP DL e dec 16-4 ~ 16-8 Bri. 
AXCEGKHH h, 0-2 bE se RA ERE [X RA Fs nk jl] R Strutt 
(1932, p. 24), MoLachlan (1947, p. 40, 41) 及 NBS (国家 标准 
Jj) deers p- xliv, xlv. 关于 稀 定 性 图 的 计算 还 可 寡 看 Blanch 
(1946), Schäfke (1950). 
在 ROO PTR BAT, Mathieu HERR 
AS DER (9) 或 其 某 一 变 式 为 基础 ， 失 (9 有 
上 
eui À— (n — ip)! 6c, ifo, 
_ — Han — i7? 
IA (Qu — in) 3 OR — ip) 3, ajo, 


On 


102 m k 起 超 图 X 


重复 应 用 这 一 关系 , 像 在 15-3 Br FR, BITS ICSXRS BEER OR 7 
式 , 记 为 Rys HI 


(16) En = R, (M5. 
nl 
另 一 方面 ,从 (名 还 可 有 
ons LA Qn ie) FO An ip) 3e, fo 
Qv) D = (M) =R,(-#) 
n+l 


其 中 NIR MERE, 确定 e 的 方程 为 
(18) £,(4) Aye) =1, 
FEM (18) AHA M BIER, He (165 及 人 ?77 可 自动 求 得 ,内 此 


(19) €, = 64 F0 (uw) Bs (w) ' +t, () n=l, 2, J, e 
(30) Cp = CoL i) Dg 4} ++ LG) n=l, 2,8, ++ 
B6) OT) SCR. 


2 2 


wm em 


A Ie BE (8) 在 e* Sy Ay RERSHEE RT — Be Ne wee BE 
s- 平 面 上 任 一 水 平 的 带 域 就 是 这 种 区 域 的 一 个 例子 . 

在 一 稳定 区 域 中 , HH iP, PAS FUSE o, ER, BT 
Cy 也 都 是 实数 ,从 (8) 可 得 两 个 龙 性 独立 的 实 解 


(22) > on cos [(P+2n) a], X c, &in [ (P -- 2n) 2]. 


在 一 不 稳定 区 域 中 ,六 或 4 ESI AEE T, DER 
解 ,两 个 存 性 独立 的 实 解 为 


o = 
^ tinc {Hin} 
(23, E Ca tino, > aa Ptr, 
=. 一 


当 z 是 实数 时 , (8) 是 最 优 的 展开 式 ,对 于 的 复数 值 ,另外 一 
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P5 BE JE XA n] ZEE Men Pa 8 RE EN HETFI ZEHN 3€ 
示 式 之 用 . 

Erdélyi (1942) 


(245 h,= [e SE [@ cos (z — B) cos (z+ B) 1%} 


其 中 上 8 为 一 任意 的 定数 ,为 实数 或 为 复数 . 应 用 Bessel ALM 
推 基 系 及 微分 公式 , 锤 座 接 计 算 后 可 得 


dp, | 
(25) TE — 284, cos (22) 一 — 8 dra — td, —O byes 


(26) 二 Ca 中 si (2) 
是 Mathieu 方程 的 一 个 形式 解 ， 从 Bessel NHL 


: jai 一 + dy =i —4 
27) lim ETET a lim -一 一 -一 一 一 一 一 一- 
em acm Who, ou noce Mo, inte O[cos(z —8) |? 


(21) Ke (27) SR BSBA (26) FE |cos(z — 8) | 2-1 BY ee gcn FE 
AE. Wes Re HI T PS, 其 中 有 一 部 分 完全 在 牢 
jj Im (z—)>0 bk, 55 —St 4E 7B Im (2 ~8)<0 上 .从 
(24) X97 a d, = [cos (e — 8) ]" Se E— RER. 当 e RER 
w lm (@-8)>0 上 变化 至 zs 十 3 Bp, cos (2 — 8) EXE m BRS 
原点 ,由 此 可 知 , 在 牢 平面 Im (2 — 8) >0 Baca WH, (26) 
ARERIA RRO. 局 理 , 在 全 平面 Im (2— 6)-«0 上 的 
BERKER, (26) ROT RAMEE SRI CD. 

du B=0 E P= a/2, WF (OG) ARI, IIe 
IMA: 


(88) eem > ( —1)"e,74, 1, (280% cos z) 


(990. DT anni (295 sin 2). 
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3j 8— ioo 时 ,(8) 成 为 (26) 的 极限 形式 . 

BALE (24) Ke VA HIP, j — 1, 2, RE J ,并 将 有 所得 夯 数 本 
Jg WP. 由 于 第 一 类 及 第 三 类 Bessel Waar At ERER GE HE XO, 
FRET [FERA GER , FRE HG 


(30 Seu 


是 Mathieu 方程 的 一 个 形式 解 ,cv SQA. Aka 
RERE (30) GR e FY Sav EE | cos (2 —8) | >1 A [e08 (24-8) | 
>1 Beek. FEE Bi Im2z>|Im 8| ERFAHREN, Fe 
Imz« — |In 8| FESR. 在 这 二 收 竹 域 中 ,(30) 所 表示 的 
LI EL) E P -ioe CESUE EE e E h E 
Meixner, 1949 a). 如果 (Im 8| HAA, W E Be Hh, JR 
sinhlIm 8 | 7 1, Hilf — $8 — Pa "E GL dT IC zd FEET 
带 域 {Im z| « |Im 6| m, ek — Wege , (30) 式 所 表示 的 用 第 
一 类 解 (4) 或 (5), HRS Im B BIER AT. 

Sieger (1908) J£ Dougall (1916) 将 Mathieu 方程 的 解 展开 
5 Bessel RCHTIBER. AEZXCBPITE D. 
(91) duala) e e" * 4, (Pie) T, (Oee) 
RET EA "UA 


(32) PP rod con (22) = — 04,4, VEN bays 


m e Ber, a 
下 一 关系 表明 ， 


e 


(33) 3 ca 四， te 


u 


Æ Mathieu 方程 的 一 个 形式 解 ,其 系数 由 (中 确定 .由 于 
(34) im Pais, ate —_ 


are 


一 9 » lim Pry mise aie 
"5 #74 n> — oe $us 


fa (21) 及 (33) 在 整个 z 平 面 上 收 散 。 因 为 (33) 式 是 et 与 z 的 


— 2 ei, 
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SSH SHAG, CX EARS E S — 2E RE CA). . 
Bessel pif fii PES olan * 


(85) So, AD, (Mei) J. (Pre), e j212. 


SPA (33) 及 (35) CHEER AR ELS. BB 16-5 及 
16-6 BH. 


16-3. -MERARI 积分 关系 
式 扩 积分 方程 


1 很 小 时 的 近似 式 . 当 6 一 0 时 ，Mathieu 方程 16-3(1) 的 


二 个 第 一 类 解 (退化 的 ) 为 exp (ihe), Eie, EETRI e= ih. 对 
于 12| 的 很 小 什 , 16-2 (15) 中 的 行 刘 式 可 计 值 为 


a)  A(0) =LA ctn gs Joc» 


Eft EB 16-2(15) 变 为 


(2) cosh (km) = cos (hn) 十 一 一 sin (Ax) --O (85 


a Tn 
这 可 用 以 计算 M. Bop, pi 16-2(1) 3216-2 (6) 所 确定 的 看 可 展 
BIER: 


(2) =È PA) 

其 中 

fale) = cos (he) 

AG = 2af” cos (2t) sin [A¥(2 — £) JA- dt, 

" n—1.23,-.-- 

因此 16-2 (2) 可 用 以 计算 特征 指数 M. S -RH E EA I. BE JF XX 
16-2 (8) 中 的 系数 可 有 内 过 分 式 中 算出 ,或 者 16-2(d4) 的 P(e) T 
为 强 的 党 般 数 ,这 一 展开 式 中 的 项 可 从 16-2 (D AREKE. 

对 于 小 的 loh 15—383r ee FT 255 Whittaker 4 Watson 


108 5 NE NE ME ME 
(1927, $ 49-7) BR Strutt (1932, p. 26). 


fn b> 2|9}, 应 用 Liouville 变换 
(B) g= ("Da 20 cos (25) Mat, n= [h — 20 cos (22) Mu 
0 


将 Mathieu 方程 16-2 (1) 变换 为 


(rn 
其 中 
6) r= 463 — 258 sin (22) +4 [ein (22) ]* 


[A — 28 cos (22) ]? 
Math ABK, RU n(D) 在 与 1 相 比 时 很 小 , 因此 对 应 于 mm 的 (4) 的 
解 近 个 地 等 于 cos 5 的 一 个 常数 倍数 ,16-2 (7) 2825 
(8) cosh (pm) — cos | [A — 28 cos (22) yan +0 (kt) 
- ho, 2|8| &h —5, 87-0. 

iu h« —2|0|, US AREA es d 

c=" [ —A 4-20 cos (25) J4dt, „= [ — A +30 cos (22) Mu 
HAE. Rib, AB 2|0| « |h| —5, 52-0, (6) Oh MERE 
Tr fil apr, 

in À ES Ahern — 20h29, m (3x88 r(D DEDE 
界 , 对 于 这 些 接近 于 Ye cos [A / (20) ] 的 z dE UE, 当然 不 能 再 耶 
BE 3, (的 中 的 毯 分 读 不 是 实数 ,也 不 旦 一 数 . 在 这 种 情形 下 ， 
Strutt (1932, p. 28) SERA 


(D) cosh (eat) = 003 [Re f [4 — 28 cos (22) nu 
x cosh {Im NC — 26 cos (26) Par} 3-0 (A), h - co. 


甘于 Oh, 0 为 较 大 实数 ,= 为 复数 情形 下 Mathieu GBR 16-2 0D 的 
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HORI ILL Langer (1934), 
[sin 2|FRASTHIBEA, sh “一 oo 是 Mathieu 方程 代数 形 


式 16- -2(3) 的 -一 个 不 正则 奇 点 ， 满 足 16-9 (3) 式 的 有 如 下 的 形式 
gus 


exp (+2 0x93 X a, x Mn 

这 种 报 数 称 为 次 正规 解 (Ince, 1927, 817-53). 虽然 这 种 航 数 部 
及 发散 的 ,但 从 黎 竹 微分 方程 的 一 般 理论 可 知 它 们 所 表示 的 是 当 
2 oo 时 方程 16-2(3) 的 某 些 解 的 渐 近 式 ， 

fF 16-2 0) 的 反 变 岳 , 可 知 形 式 才 数 
(8) exp (428% sine) Boa, {sin z) 77" 
满足 Mathieu 5 16-2(1), Fn Im z — zoo Bf, Mathieu 75 
程 的 某 些 解 (第 三 类 解 ) 可 到 航 数 ( 引 之 一 来 汤 近 地 表示 ，Mathieu 
沪 程 的 任 一 个 解 可 用 (8) 式 中 的 二 报 数 的 辜 性 组 合 来 表示 ,不 过 这 
个 如 性 组合 中 的 常数 将 随 e-m ESEE A eC IR of IB). 还 可 
2% Dougall (1916) & Whittaker-Waison (1927, 8 19-8). 

RFS — RB BS ILE BF aX GR e b BE ERE, MT 
sin z), be Erdélyi (1936, 1938}. 23 Im z— +o #, Mathieu Jy 
Tha FE TE es A Bessel HART Hu, PT 
Mir Ar se BEd: Meixner (1949 a) BEHH, | 

入 分 关系 及 积分 方程 ENG, 为 - 核 ,满足 偏 微 分 方程 


Po 


(9) ^ — 80 cos (22) N - 

hu 

a5 ge Ne dO 

A, SERE EA SHEER, OFS 

an £ UA 20 cos (22)]9 | dut [À— -29 cox(2]N rat 


E 


108 mo a xo dk o dq tt 
mR N RAE FRR o 及 了 的 选 捍 可 使 
an afy- 
aa) [Kr]. 
BADAKIK f (2) & Mathieu Jj fS — RE, 9(#) We 
TB THR. 
cosh (kr) = +1 的 情形 就 是 周期 Mathieu 钾 数 的 情形 ,将 在 
fea Vd iy (5 16-4, 16-8 855 , 在 这 一 节 中 ,我 们 届 cosh (am) + 1, 
因此 二 个 第 一 类 解 
13) uw =e Plz), wu(—2z)-e'"P(-—2z) 
EAERI. A OAT APA 2 Lie, 
(14) uw, (2) =e, (sin z)'* exp (26 ain 2) [1+0(|sin z| 35] 
+c, (sin 2) 75 exp ( — 20 sin z)[1+4O(|sin 2|7] 
其 中 的 常数 ci A ca FEM TREE [8] 53 ET B] PAUSE , 
AECLO) rp, RMA FD =u, H, 
(15 N(2, č) —exp[25 (sin z sin sin B -- cos 2 cos {cos P) ], 
其 中 有 是 一 不 变 的 实数 或 复数 ; (15) 满 是 (9). 24 Em C5 E oo 时 ， 
CAAMA B3 EE SSE PEAR BLE BT I (14) (15) RER 
at. fur 
(16) arg {P [cos (2 — £5 +1]} =a,, 
arg {04 [eos (ez — 8) —1]] =a, — 
arg {0 [cos (2-+8) +1]} =a, 
arg {/4[cos (z 4-8) —1]} =a, 
TAS Iml > o 时 ,只 要 PR 一 Re Ra 
AN sin (@—4,) <0, sin (P— a «0, 
A aN P, 
a ty — NE 
而 当 Im 一 一 co 时 ,只 要 p'— Re 满足 条 件 
(18) sin (p' 十 at >G, sin (P’+a,) >0. 


1, 


第 十 六 章 ie tc El a oh 109 
EU 


an au, 


(17) 中 的 二 不 等 式 在 Im (2 — 8) 60 NM, (18) 中 的 二 不 等 式 
4€ Im (2+ 8) 2:0 üfdH 7E, du e EE (UO SEH, UP + Inu 也 
是 一 个 解 ,此 处 % 为 一 吾 数 ,向 理 对 于 P' 也 如 此 . Kan (L0) AH 
可 用 的 积分 路 径 与 Bessel ki Sommerfeld $ A RF A 
7-3-5 和 他) 中 所 用 的 十 分 相似 ， 

We P TAR CLT), MES 


> Dot ion 
ORI 


N (z, Du, C) dt, 


aD ie RS 73-5 Bday 0 一样， 出 条 件 (132) 成 立 , 9(2) 将 是 
Mathieu 方程 的 一 个 化 ,因此 共有 如 下 形式 

AN g) = Cy, (2) + Co! — 2) 

35 z EFT Im (2 — 8) <0 上 变化 革 # 十 27 iY, a, Ro, 因此 
也 是 P, SME 2m. 


Atie 


(20) glatte) — C,e*"*u, (2) 十 人 ae Uy (— 2) = 
在 最 后 一 积分 中 , 忆 E+ 2a (X C, 得 

QD ge 可 一 三 NG Du E +20) dl efto). 
Hee 20) & 2D Nan Ca 一 0， 因 此 奇遇 积分 方程 ; 

qu) (ne Du Cal mula) Im (2—8) <0 
MOSES AR, ERR, nat Bet, AEA 


(23) wu(2) = const, E exp (Ri cos z cos D uy lE di 
Arie 


fue 


DEFE Ea 


Im 2<9, 
从 此 就 可 以 羞 出 它 与 第 一 类 Bessel 西数 的 Sommerfeld SF 
示 式 T-3(23) CHP AGODA. 这 些 积分 方程 也 可 以 用 来 说 并 


110 Boo E ck Hm 

16-2 HE — RA SIT HH OSA. dn 16-218) DL (23 KR 

TUS PAS u, PORE GENE HI 773(23) I, 8149 16-2 (28) X, IDE, 

M (RR) ECHTE 16-2(28) 式 . 因此 16-% ARTE FOE 

fl AMI — BSC toka] 所 满足 的 千 分 方 程 的 一 个 直接 准 葵 . 
ERJ 7-3-5 第 的 C, 型 路 径 之 外 ,可 以 用 Ci 型 或 C, 型 路 径 

$e PP WALT) ROS. FR 


(34) giz) = f LUN (a, Dus (2) al Im (2+) #0 


Bee = COSA jim ejs [Im g] ZE. 在 这 一 带 域 中 , 当 > 
Sin 20 BY, 如 Im 8 HE, HP RP! AH 2x, 如 1m B BA, 
Me Re 都 减少 Ir. Ak, uo RAR dp RHR 
Gs) (77 NG, DuC) d= M(t), ‚Im z| < | Im 8] 
这 样 就 可 "m [Im 2| < [Im B1 Ej 16-2(30) 7E 
oT GET Bow 16-2 88). 反之 ,如 Dn 22 Im 8| x Imz< — 
[Im 81, 825 2 38r 2m Br, © Hn 2r Tfi Peed or. Be P 2, 20 
而 O° 增加 2， 在 这 种 情 党 下 , (24) RS RER JE AK n 
位 于 ,积分 不 再 代表 第 -- 尖 解 . 从 Imz- co BEON AIPE P A 


(26) u,(z) = ian N (e, Dus (dt, Im z> Im £j 
在 Im z -> co WHER IT, 因此 是 一 第 三 类 解 ， 应 用 第 一 
关 解 与 第 三 类 解 记 间 的 这 种 种 分 关系 可 以 导出 形 如 16-2(30) 式 
的 第 三 类 解 的 展开 式 . 
UE mg top vp MUS T EE TR ETE: 
Us ARS SRE . 
16-4. DARF 


如 果 ip» EB, HUSA 2E 16-2 (4) RE — INGE: 如 ie 
ARAR, FUR ERE ALE: mn in ER c 


EHR is We ue EY ae 111 
'ERS^E JEUL CO 3X — ORE 2 增加 ww 时 改变 符 导 ) ,因此 在 后 一 情形 
F, 面 数 的 周期 是 sr、 除非 另 有 规定 , 否 期 ,我们 所 说 灿 数 是 周期 
的 ,是 指 周期 w AERE, m. 在 Mathieu 方程 的 很 多 应 用 中 ,需要 
用 到 周期 解 , 16-4 ~16—-8 凶 堆 门 讨论 周 斯 Mathieu py Be Lt A oA 
二 第 三 类 对 应 解 . 

FER A, ER, PLA e 是 一 整数 的 那些 曲 姥 称 为 特征 曲 
BES 它们 把 A. 外 下 而 分 成 稳定 和 不 稳定 区 域 ( 见 16-2 节 ) , 在 给 定 
Y 2 EAU RUN LEGE Alter Reste Nie, 周期 解 称 为 
Mathieu FSH Mathieu HB, x BOTA OR — 
RAREN IRR, BRP RI Ince 的 起 法 (1932), Mo- 
Lachlan (14D Sah MA, TE ME: 二 许多 早期 的 
AE EI Has Alk Goldstein BEE}, Ince Æ McLachlan 
与 本 害 所 采用 者 不 同 ; Gi) Stratton et al. (1941) Æ NBS # (1951) 
用 的 是 一 种 不 同 的 记 法 和 规格 化 ， 在 NBS 32849 p. xxxvii 上 有 
这 三 种 权 法 的 幸 棚 比较 ， 

ERMA iiia P AN 0 为 实数 ,因此 疡 的 特征 敌 及 特征 
Rad, AR ASHE tT Strutt (1935, 1948) 研 究 过 ， 

如 果 wA Mathieu pd , Hd 

u(—2), ulz)tn(-2) 

也 是 Mathien 面 数 ,因此 我 们 对 Mathieu 丽 数 的 讨论 可 以 2 的 偶 
RAR. 凡是 在 区 间 0<z<z, RANEREN = 的 
任 一 全 开 区 间 上 具有 n Aust Mathieu Hk 以 ce, (2, DE 
示 , 奇 Mathieu WU se,(z, MRS. KEARNY A REEMA PA 
e, CH) Jk 6, (P) dep. 我 们 常常 把 这 些 让 法 写成 ces Q2) 80, (2), an 
b, ME O. 

Mathieu eye Sturm-Liouville FER MRENA , 3x 88 ALAR 
包括 微分 方程 


112 高 z @ NN KH 
au 
(15 qa tlh 20 008(22) Ju=0 


RARE : 
(23). w(0) = ar) = 9, 对 se, he 
© (0) = Sw) =0, 对 co (o, 0) mir 
从 一 般 的 Sturm-Lioaville Hay (H. Ince, 1927, 第 10 章 ) 可 知 ,对 
于 每 一 个 4 二 1, 3,…， 有 一 个 特征 丽 数 se (o, O), ERST 
外 可 被 确 定 , 而 对 于 每 一 个 4 二 0;,1,3,…, 旧 有 一 个 特征 丽 数 
cen(z, 的 ， 除 常数 因子 外 :也 可 需 确 定 ， 现在 我 从 用 选择 任意 常 煞 
因子 求 完 成 Mathieu 西数 的 定义 ,使 
(4) ce.(0,0) >0, ie. 8) Pde —m 
dee, 
de 

MR e(2) 代表 ce, (2) 或 se. (2). Mei) Ken — 2) UE 
&]—342U) 5L [SI EERS 3 CAE TE , I8 EG at B Be, tee e (2) 
必 为 Ve — e HERR A, A FARSE: 


©) «o =u(Z)=0 e=) MM 


(0, 0) >0, 三 [se, (2, 的 ]adz = m. 


6) w(0)=SE(F)=0 emt). MM 2a 


gr 


(T) = (0) =u (2) =0, ecce Qu). 周期 20 


(8) 学 (0) 一季 (人 =0, e=), BIN c. 


对 于 每 一 个 m—9,1,2, «e, zx Vu r 2r flt 5] RS TH 
BENE e RER cechom LHASA, 
MD- OENE AFF Cegnar (2) Z Em OF 


De ro 


第 十 六 章 
TAT ees (a) Be C2 aua 2) 有 
duf m. duc 
a» re 


最 后 ,对 于 所 有 的 Mathieu pi o 
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Q1) ulom) =u), Em) = (a). 


如 果 应 用 Sturm-Liouville 天 题 的 特征 值 的 比较 定理 , 则 从 
(的 可 得 a, Klan 从 (2) BFE babaan 从 (9) 可 得 Comer <Oamis 
m cs 从 外 站 可 得 Cin Og aei amas: 这样 , 就 可 知人 各 特征 值 的 
AY DE 13 o, A b, AS DEIEXE IERM ET SR He a, Ince f 
BERN kn C20, A c,d, RAB de E nA 00 Bp aS 70, 因此 有 
(19) aca «b «b «aca bem 870 
aub ea, «beca eb eager Bec 
“4 n— co Bb, aq, 5,— oo. 
ACT dei f 851386 SER, EC DA f, 及 其 新 近 形 式 昂 Strutt 
(1943). 
K 1 中 所 列 的 对 称 关系 是 棋 据 上 述 边 界 条 件 列 出 的 : 
A1 Reed eA KA 


ace) 


a(-z) 


e(x—2z) 


a(z4-z) 


On 


Oar: 


CB Im+L 


en 


Bm 


788341 


Com 


一 n+l 


BDOym+l 


— EA 25 41 


809 et L —802m41 


BÓ imd — Ramet — 36% mt BO2m42 


Mathieu 方程 (1) 在 变换 0— —0', 2— Yaar —2' 下 保持 不 变 . 
因此 ,从 全 ) 至 (8) 2 (4) "TAa | 
AN Gan ( — 8) = Gon (0), Or mea 7 89) — b, uus), 

ml — 0) = bam A), 


114 高 E 超越 Hh 数 
(14) ee, (z, —0) = (—1)"ce;, (Yo sc — 2, O) 
mtl — 8) = ( — 1) se, ia (Vom — 2, O) 
06, mai (2, — 0) = Dre, my (Lo er z, 0). 
因为 Mathieu pyar ee Bk Sturm-Liouville BH E8 Bde fif Di 
Ec "EM FUE FO ESCHER : 
(15) f Gey, (2) G6, (2) da = in 7 C64 p41 (2) 005 444 (2) de 


Lg a 
= I, 885 y 1 (2) 869,44 (2) dz 


=|" 885 pya (2) 509 «au (2) dz — 0 
kym=—O0,1, 2, +++, REM, 
(16) f ce, (z) ce, (2) dz = f. 86,44 (2)8e,,1 (2) da — 0 
i,n=0,1, 2, --+, dba, 
(17) n ce, (2)86,,4 (2) dz = 0, l,n—0,1, 2, -+ 


如 果 36 A, A 16-2 (4) A 16-2 (5) 都 是 Mathieu 
方程 的 周期 解 , 周 期 为 ec 的 一 个 信 数 。 DEREN RO EROR 
Mathieu fr (Ai McLachlan, 1947, 44 4 SO. APERE AORE 
Hih Schäfke (1953) 388). 

Mathieu RMD SRA MALERS HE FE, du f AE 
一 周期 Mathieu Rigt, b=a+ 2a, N 是 16-3(9) 的 一 个 解 ,是 
的 周期 画 数 , 则 方程 16-3(13) BRL, rf 16-3 (10) 2 Mathieu Jy 
程 的 一 个 解 . 如 N E z 的 周期 画 数 , 则 16-3 (10) #2 全) 的 一 个 
周期 解 ,因此 是 一 Mathieu RMB, RATS: 
具有 任意 8 的 16-3(15), 或 B 的 特殊 值 的 16-3(15), 16-3(15) 
的 核 的 粗 合 ,这 些 核 关于 8 的 仿 半 数 等 等 . 区间 可 用 Mathieu pq 
数 的 对 称 性 实 来 化 简 ， 在 圾 2 中 , 列 出 了 Mathieu 面 数 的 主 积分 
再 程 的 区 有 及 核 , 厂 程 的 带 式 为 
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as fc DeQat-net. 


Ante BER fit (kn B—0 Ber], B AE EA sin 8 X 
cos B), 或 对 8 积分 天 可 求 得 另外 的 核 。 包 合 Bessel pi Bt ii AK 
(Erdélyi 1942 a, McLachlan 1947, 第 10 3) BI mj JHiX — HER 
得 . 


$2 RRR HOD AA 


N (ai e(2) 


T exp( 278} cos z cos £ cos BY cosh (20$ sin zsin fein 3) | eea(z) 

x — exp(2i8M cos zoos ( cos B) sinh (284 ein esin Z ain B) | gen 1(2) 
é æ | cos (264 cos z cos { cos B) cosh (20! sin z sin f sin B) | cozm (2) 
sin (2 84 cos 2 cos $ cos B) cosh (29$ sin z sin {sin B) ^ Cesme) 
Lé a | cos (294 ces 2 cog £f cos B) ainh (20⁄4 sin a gin g sin B) | 802 m+1( 2) 
sin (28H cos 2 cos ( cos B) sinh (20H sin z sin {sin B). | 88a mas(2) 


eooao eo! 
ir 
H 


16-5. BSAA TUE 


从 Mathieu 夯 数 的 周期 性 ,以 及 未 1 中 所 列 的 对 秘 性 ,可 知 这 
EHAR RE Ay Fourier RX. 和 如下: 


(1) ce (2, 0) =D Ay cos (rz) 
一 
(2) Cemi P) =D Ana cos [ (2r +1)e] 
r-—ü 
(8) seta, D) = Bara sin [ ($r 4-1)21 
r-0 


(4) Ses m+2 C2, P= ZS B, sin [(QQr+2)2] 
r=0 


RUN e AB 16-2 (8) 式 简 化 成 的 形式 ,如 果 必 要 ，Matr 
hieu 丽 数 的 险 以 及 乡 的 值 可 表 到 如 下 : ANS (0) EUR An 等 等 ， 

BEFA (D 至 (外 代入 Mathieu 321641), 可 得 确定 
Ay, wens Bapao MEHR: 
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(5)  h4,—0.4,-—0 

(A —4) A 0(2. A, 4- A5) —0 

(A — Ar?) Aj, 0(4,, gb 45,45) =0 


h—a4,(Q), 7 =2, 9, -- 
(60  (h—86—1) 4,—04,—0 


[^ — (2r -1)?] 4; 41 70045, , + 45,44) =O 


h— a, af) r =l, 8, -- 
(7)  (k-F8—1) B,—0B,—0 


[A = (2 r-F1)*18, rst 7 8(B3, 4 + Bara) = 


CE 2, --- 
(8)  (h—4)B,—8B,—0 


[A — (27 2)18,,44 7 8 (Bae + Bar) —0 
heben rl, 2, - 
TEAR 15-3 (13). 的 情形 一 样 ,每 一 个 源 推 关系 可 光 出 一 个 两 相 
BERE HERBST, OV erar ^ RREA R RA (0) 28 (8) 3X 
He iE — 38 A RET CEU , BERE ^ OR, HB FE EX Ut E dé 1€ 
fü. 例如 ,在 与) 的 情形 下 , 的 超越 方程 为 


— 82/2 
“a NN h = lgm D 
ah Pj 
16 1 A 
36 


A —REUSGE LAG, “A RB ID BDORTI. 对 于 要 确定 系数 本 
Ey, RUBRO) 38 (8) SAN, 3G ARE FELL FAR: 


(9) Š A, >0, 2[ Ag P+ [45,72 21 


(10) > Arr >h, > [Asp] 1 


(1) X ($r--1) 5,70, > [Birn] 一 工 
r=} r=0 


SAH ee ii 
2) Y $742) B,,4209, DT Bar Pt. 
r-ü r= 


TX MESS ARAB 16—-4(4) ak, SAFE HEUT RON 
Ince (1932), Blanch (1946) 及 McLachlan (1947). Schi d bi 
Bickley (1045) & NBS x (951) 中 的 参考 日 锋 . 


ASSERT FG 
rAd rAd 
13) lim —2^? = lim — 7*3 
93) pre Ag, rom Agri 
= lim By 41 1 TBs 243 o 
pee Harl px zr 4 


Fe 9f ner (1) EA TER CC e I Th LR 

将 Mathieu HABE Bessel 画 数 级 数 的 展开 式 可 从 16-2 
(26), (28), (29) dir i9 — 0, 1, FEA Mathieu RECHTE 
RIR RAR ”的 积分 万 程 中 将 Fourier RAA (1) Æ OAEI 
a5 PEDES. Panag WRIT SALA ea TEE, 应 用 的 县 楼 在 
B—0, 有 一 1 时 的 极限 形式 : 


(14) vem (2, 0) = en 9) S (C51) 44,4, (20% cos 2) 


X Clan, (0, 9) 
7 AP 


* ( C A) Asda, (20 sin z) 
r= 


C835 1 (là T, 8) 
(8) mel 9) = Ape. 


X Y (-D Arrar (8 cos z) 
r=0 


C6, 4100, 9) = . 
$4 Ape (y otn 2 p ( C IY (8r 4-1)4,5 arte , (2076 sin z) 


Sesm+1 (4 T 8 
(46) se44(590)— mr tanz 


x > (=D ($r + B3 4473 44 (809 cos 2) 


118 T E x m ow 
Saimir (0, 9) 2 . . 
= Fagan (jy > (-1) By, ads uu (2 0 sing) 


rz 


r "14 
(17) N) Sam! am. 9) 


aBa (6) tanz 


x > ( — 1)* (2r +2) Bod r+ (20 cos 2) 
t=0 
Rep einz > (Dar 4-2) Ba lar ($0 sin 2) 
TEREA, e' = de/da. FAERIE, 19-4 (18) 中 的 常数 
于 入 可 以 分 展开 式 或 展开 式 的 道 数 中 的 z 二 0 ax albam RE. 
Bessel gir HS EUBON = 的 所 有 值 都 妆 族 . 
Mathieu gj EE 16-2(335, (35) 3h Bessel PACA 
BUNJTXCHdR &. MR RAE 


(18) ce, (2, 8) “En D (1) 44,4, (0969) J, (OE) 
Li] ru 


(19) Gey aa 0) = D 2, CTY Agra Ll Ce) Sas (95077) 
1 oF 


dy ee) J, (9H **) 1 


83m] € " 
(20) Sema 2 0) 一 imr ZOD Barıı 


pam 
iB 


x LI, (Peit) J, 43 (946719) — Jus (Gel®) J, (Pet) ] 


Sam T r 
QD Seams (2, O) mST (O D Barsa 


ipie 
x LJ, ier J, iS (Pte) — Ja (Olai) J, (Pe) ] 
Sed n. 7&5, 前 由 McLachlan (1947, p. 368 F.) 确定 ,他 HE 
ETERA (18) 至 (QD IHRER. RI 16-7 RR 
ARI 
(22) Aj" Pam = Cean (0) 063, (42 7) 
PAL Do mi1 = — 0654 (0) CCS mir (Lo m) 


OBE 385 mp1 = S684 1 (SET mar (Yo m) 


BPA ie S 119 
O D Se mta = S02 m+2 (0) ses m+ra (Vo m). 

(18) Æ (21) HRS RR BOT z ASA AB ie. 3X EE RCHC Ar RS 
Bosse! cg MARS SR EITSCHT AER OR, EHS BK OL 
Bessel js (McLachlan 1947, p 193 f). 

Ince @ EHS (AL McLachlan 1947, $$ 7 ©) 02:0 的 Mathieu 
沪 程 的 通 解 不 是 周期 西数 . 因此 ,如 el2) 是 任 一 第 一 类 Mathieu 
EN2E Al] Mathieu 而 程 的 任 一 第 一 解 将 是 非 周期 的 . a pL 
Mathieu 西数 不 其 重要 , RM OE al, Ma ewe Mo- 
Lachlan 的 著作 或 与 16-6 节 的 修正 Mathieu FRAT RAL 
f£. 

构造 第 一 类 Mathieu 面 数 的 方法 有 儿 种 .floquet 定理 的 退 
化 形式 络 明 ,在 dus 是 一 整数 的 情 带 下 ,说 et 为 对 应 的 第 一 类 
Mathieu Ht, HIS — TAF A] Hae se(2) +f (2), Bish Fle) 是 
一 周期 画 数 ,如 e(e) A Fe AA, Hil F Co) WELT ERREGER, 
如 e (2) Jy — TERE EL, fe) PR BRR. 另 一 方法 以 
163 RITA SEE. TAR. An CEU PAS 
根据 是 :如果 第 一 类 Bessel 画 数 以 第 二 类 或 第 二 类 Bessel pdf 
=, HAE Bessel 画 数 打数 仍然 是 Mathieu 方程 的 形式 解 . 
AREAL 至 (L7) AH RE SS |eosz|> 工 或 
[sin 2| > 工时 收敛 ,对 于 2 ARSCH , 莽 不 适 于 作 第 一 类 或 第 三 类 
Mathieu HARRE. 反之 ，Bessel 夯 数 积 的 级 数 , 其 中 一 个 
Bessel 曾 数 是 第 一 类 的 , 另 一 个 是 第 二 类 或 第 三 类 的 ,如 16-2(35)， 
对 z BUND AR etek, SAP BAR Pe . 


16-6. fe E RRR 


微分 五 程 


(1) ~ [h—20 cosh (22) Ju=0 


20 — Sk ERES 

称 为 修正 Mathieu 方程 : 它 与 16-8 人) 的 区 别 只 在 于 = HRT iz, 
Pdüt, 16-2 A 16-3 饰 的 辕 果 在 应 用 叶 虚 稍 有 不 局 ， 通常 , 方程 
(了 的 出 现 是 与 à 取 一 特征 值 c. BR, 时 的 Mathieu FEARR, 


下 和 面 我 们 身 只 限于 讨论 这 种 情形 . 
第 一 类 处 正 Mathiey iile ey 
(2) Ce, (ay 8) = eo, (42, 0) h =a, (B) 
Se, (z, 8) = — i se, (i2, 0) hb, (8) 


ETE Mathieu Ar hey Fourier Si, Bessel Bp Wü dx Xm DA A 
Bessel BAS ERU SEC S HORE AE 88 85 Bs Cp dfe HH, BL Me- 
Lachlan (1947, § 2-30, $ 2-31, 4$ 8 72 13 D, 

46 16-5(14) € (17) 3X rp, dao —R Bessel BY BH 8 — 78 
Bessel 画 数 ,出 得 第 二 类 修正 Mathieu DX, f] FE, 在 第 三 类 修正 
Mathieu 贾 数 定义 中 出 现 的 是 第 三 类 Bessel Baek. Æ MoLachlan 
BAA RaP, A Fe 表示 相当 于 Ce Bund, Ge deum > T Se 
BRECHEN y 以 表示 第 二 类 画 数 , 团 一 上 表示 第 三 类 画 数 . 

第 二 类 修正 Mathieu pis 


(3)  Feyan (2,0) = X CC ^4, Y, Q 0% cosh 2) 
_ 08g, (0, 8) 
AB") 


= Pan 2 (71) 43,7, (0567) Y, (Ber), he ass (8). 
9 r= 


Y. Aa, Ya, (20% sinh z) 
r=? 


04 mai (14 7, 的 
(4) Feyane @ 8) = "Ari 
x > C7 12 Ages Yast (204 cosh 2) 
r= 
__ Ceam+1 (0, 6) 


— BARES etnh z 2 (2r +1) Agar Ys a (2 9% sinh 2) 


_ Panel 二 (— 1) A4 LA, (9567 Y, (Be?) 


C Aimy 
Ai 


+ Ju aa (85677) Y, (067) ] h= Oa sai (B) 


BrABR BSR HAS 121 


S8, ay 
(5) Gefin la 8) = tanh z 


x X CD (2r +1) Bars Y eas (209 cosh z) 


0,68 . . 
er D Barns Vanes Ot sinh 2) 
=0 


ggg mii 
Sam T 一 
Sp -— > (—-1) Bary d, (et) Y, (0567) 
I (0e) Y, (65e) ], h= bany l0). 


Se) mae (Lea, 
(8) Geyamsa (2, 8) = Ej E tanh z 


x > (—1)'(8r-- 89) Bere Fo (2 0% cosh &) 


_ 804 mt2(0, 4) 


ILE coth z x (2r +2) B4,,,Y4,,4 (20 sinh z} 


= -pan È (DB, eal TOE) Y, a (0e) 
— J,,4 (Be *) Y, Oe") ], h = bo maa (0) 
46 bin — ALITA A [cosh z| 1 时 收 
后, 第 二 个 级 数 当 [sinh z| > 1 时 收 笋 , 而 第 三 个 对 z 的 所 有 侍者 
收 敏 ;在 头 二 个 般 数 中 ,我 们 还 假设 Re z>0. 
AL HSI Mathieu WEE, dE Fey, 及 Gey, 的 级 数 
中 ,以 HY, 1,2 Yy 所 得 的 两 数 分 别 记 为 Met? 及 Nell, 
j=l, 2; 在 Fey, 及 Gey, MRI ARBOR A (— 1) 8715, (— tw) 
f£ Fa (w), A (-1) "Keg (tw) ER Var le) ER 
别 记 为 Fok, A Gek; JA 7—2(5) A 1-2 00) Ef 


J, Q0) +i¥, (w) = HP (w) 一 一 Speak, (tw), 


国 此 ,者 和 修正 Mathieu ET RAR 
() Cezn (2, 9) +iF ey ay, (2,0) = MeH (z, 6) — — Si Fek,,, (2, 0) 


122 m NE NE ME HM 
C65 441(2, 0) HEF eye m (2, 9) = Met, (2, 8) 
一 一 2 FEekantlkts 8) 
Se, moi (6, 8) Hi Gove nar la 8) = Novas, 0) 
= —2Gek,, 4.2, O) 
Semral 的 TF E Geyg meg (4s 0) = Nei s(2, 0) 
= —$iGek,4(, 8). 
关于 各 第 三 涩 以 正 Mathieu WAM RIK, 27 MeLachlan 
(1947, § 8-14, 8-30, 13—30, 13-40). 
S4 2-00 时 ,修正 Mathieu EX 的 渐 近 性 坊 REIN a 
Bessel pa He IFA EX Bessel ENR ECT x Pal. 
在 Mathieu HWE Mathieu EXC il, AAFEREIE Ma- 
thieu 面 数 本 身 之 阅 ,有 着 很 多 的 积分 关系 。 MR 16-4(18) stp — 
样 ,发 N (e, D RECIBE (a, b) LEER, A 


[ENG Dea 


是 第 一 类 修正 Mathieu RI TE. 从 16-4 Bigs 2 的 核 在 
B=0, B= 14 w BIRUERBUISTE HE RS AS HK FL MeLachlan 
(1947, 8 10-20). 


4020,20, MAS 
in exp (276% cosh z cosh C) Cep (4, Odi 


全 sinh z sinh £ exp (2 20% cosh x cosh Se, Cl, dl 
0 . 


AMD. 如 时 第 一 类 修正 Mathieu HAH Fourier Mee, 


it Pi FED FA 7712 (21) ati, AGS PR RA 
(8) «Ai™Fek,,, (2, 8) 


2= 00g, (Li m, 0) | exp (270% cosh z cosh È) Ce, (5, O dE 


970, 20 


E KE RRM S 123 
() AR Bek an (2, 0) = Hohn) 
x F exp (219% posh z cosh £) Ce, malb DAL 
ü 


00,270 
10) AIG yar (2, O) = —2 18e, a (1a 0,0) 


x | " sinh z sinh £ exp (2 10% cosh 2 coshl) Sean 1 C 0) dl, 
a : 


. B0, 20 
(103) mw Bj" Geek, la, 0) = — 220-480) mia A m, 9) 


x f sinh 2 sinh č exp (276 cosh z cosh D Se, „+3 (5, dl 
0 


é>0, 2>0. 
如 在 (8) 生 (11) 式 中 ,用 方程 ( 门 来 分 开 其 实 部 和 敬 部 , 卓 得 如 下 重 


分 关系 . 
42) m Aj"Fey,, (2, 0) = —2 Ceyn (04 m, 8) 


x f cos (204 cosh z cosh C) Oe, CC 0) df 
7 


80, 220 
(13) mA?" iFey,, 4 (2, 0) = 20-400; mar (Id m, 0) 


x IN sin (28% cosh z cosh 2) Ce, msi (s OAL 
" 


87-0, 27-0. 
(34) m BI Geya mir (2: 8) = 4803 a (4 Hs 0) 


x N sinh z sinh £ cos (26% cosh 2 cosh C) Bemari Fae 
a 


f0, 270 
(15) s BE" Gays man (es 0) = — 467 sef ag 0) 


x f sinh z sink ¢ sin (2% cosh z cosh £) Bez mig (5, 6) dl, 
q 


0060, 220. 
以 及 积分 方程 : 


124 E R mou 图 & 
(16) wA?™Ce,,, (2, 0) 


—3ce,, (2, 8) |. sin (26% cosh z cosh Z) Ce, (ts 8) aL 


“oO 


020,20 
QU) At (2, 0) 207 oe! ne (Lg AN 
x F cos (2 6% cosh 2 cosh E) Ce, mr (5, OdG 
00,20 


(18) BBE" Bes aao, 0) = — 4 Samar (o 9) 
x N sinh z sinh £ sin (80% cosh z cosh L) Ses, yi (7. PAL 
0-0, 20 
(19) m Bj" Se, us Z 9) = — A0) so min m. O) 
x F sinh z sinh? cos (24 cosh z cosh FY Be, paa (5, 0) dE 


90, 220. 
XT OO ASABE A McLachlan (1947, 第 10 3$) ,关于 核 包 合 
Bessel HEINE A, McLachlan (1947, 第 10 26) J£ Meixner 
(19512). Meixner (ibid) SH TEE Mathieu Waray 
分 关系 . 


16-7. 近似 式 和 渐 近 形式 


Hr 


3 6-0, Mathieu 方程 化 为 一 常 系数 微分 方程 , BL 
(1) a,(0) =8, (0) =n? 

ee, (2, (0) — 27$, ce, (2, 0) =cos (nz), 

se,(z, 0) — sin (nz) r=], 2, --- 
MA BE, P REAREA R 0 HORE, Strutt (1932, p. 
36) Er REB 
(2)  a,(8) —n*--O(C|0|*), 5, (9) =n? +O([8|") 9-0, 


Bt AH HOME SLE xD 125 


办 此 ,属于 ce, ke, MEMBER 2, 0—0 上 作 %n 一 1 次 
Tf; 3X — SR 3X ERE — AE Si. Strutt (1932, p. 31 ff) 
还 给 出 了 aV (D) ADF, — IE] O°, ce, (z, 0) / Az RIP, — E 
BO, URFRERK A] 的 展开 式 , - iB) Of we. (28) 式 中 
O Až dy Weinstein (193554218 , 

[s AC A 

a4 Im oz co 时 Mathieu GUAM gr Re z co BT AE 
IE Mathieu Gye ioe Peas RIAM Bessel EEC RIP aR AY FI Meix- 
ner (1949 a) PREA — Se 9 ABL Ee, 这 一 定理 说 明 在 一 定 
BAIE UR 16-6 (3) AIRA FPSO) ER TH AR 
A Bessel RAH ROT ARS. 

324 Rez— oo 时 ,党 了 求 得 锋 正 Mathieu UNES ET 
的 首 项 ,注意 ,根据 7-13 (3). aT 

J, (2@4 cosh 2) ~@ (a ch 2) 1 cos (2 4 ch z— Lg vn — Um) 

mw (làm) H0 HeH cos (Get — lg vg — um) 
Re z> c, —ma«imzs«m. 
将 此 代入 16-5 (14) 式 ,得 
Ces, (2, 0) = oes Oz, 0) 
~ 本 "n a cog (Ore — Am). 
53 — i, WAI 16-5(18), 并 注意 , 当 Re z 很 大 时 , 报 数 的 首 项 控 
HERI, A 
Ce, (2, 8) — Clan iZ, D) Pam, Lg m) HO HeH cog (G42? — L4 m). 

Hebert a 3X oy Ee OW 16522) 中 的 第 一 个 关系 ,其 余 的 关系 
可 类 伏地 肯定 . 为 了 从 16-643) 至 (的 中 确定 第 二 类 修正 Mathieu 
画 数 的 渐 近 带 式 ,可 用 ?-13(4) RE 7-13 (3), 这 相当 于 用 
sin (Ge — V vn — U m) (CRE cos (Mer Kor Ur) 于 是 可 得 ! 
FASER: 


126 BRENNEN 
(8) Cam (2, O) ~ Pan (34 m) HEHE cos (Mer ~ Y a) 
Ces (2, 0) ~ Pansa (14 0) 0-079 cos (Ger — 34 a) 
See mat (2, 0) ~ $9 mai (b a) 7107 e? cos (Pier — 34 m) 
Be; maa (2, 0) Samaa (14 m) 7107467759 cos (er — U or) 
Rez co, —m« arg 8-4-Ime«. 
(A) Feyen(2, O) ~ Pan (14 a) 750-09 sin (Ge — Ur) 
"Fey angi (2s O) — Panga (ig m) 0 Me gin (es — 24 m) 
Gey emir (8 9) sm (o m) I He sin (Ger — 34 or) 
Gays nan Msn (bg e) HO Me gin (fer — Li m) 
Re z+ œ, —m« arg P+Im sm. 
e* y, cosh 2 PIRR HEINI Cn] PAE IE Mathieu HR 16-6 (1) 
aki, Fl McLachlan (1947, $8 11 3) . 
FE 6 ASE P, Mathieu BIA h ioseph ASHLEE 
@ 8th Jeffreys, Goldstein, Ince 研究 过 .， 这 些 研 究 的 成 果 , 以 及 
参考 文献 见 Strutt (1932, p. 37 们 及 McLachlan (1947, $ 11-40~ 
11-44). 
主要 的 结果 如 下 : 
(5 1) — 4 ($n? +2041) 
8 — oo 
(6) ce, 9) — C, (cos 2) "1| [cos(14 2414 m) ]?* exp (204 ein z) 
+ [sin (14 2 + V4 x) ]?"** exp ( 26% sin 2)) 
eo, sa (s 8) 78... (008 2) =H Lcos (M 2-14 x) Jar 
X exp (2 6% sine) 
— [sin (14 z 4- 2) ]2^*! exp (- 26% gin 2)} 
—limeo«lis,0— os 
(N Ce, (2, 0) —O,2 47^ (ch z) 4 
x cos [2 "sh z — (2 --1)tan^t (tanh 14 23] 


BAR ERMAS 137 
Se, 47 (2, 0) ~ Bd" (cosh 2) * 
x sin [2 6% sinh z — ($51 -- 1) tan! (tanh by 2)1 
£20, 8 — oo. 
对 于 大 的 2, Lome (7) QD) BFS 
(b C, (— 1*2 49-a Hp, 
Sl De ag Ms, 
3o m= 2] wma, ne 2m nto 根据 ”是 偶数 或 
LES . 
Langer (1934) Fe T 0 RASCH 2 可 为 复数 时 Mathieu 
EFC MEE FERS 
方程 (6) 说 明了 —1«cosz«1 M Mathieu 画 数 的 性 态 , 75 
FeO) SLE cosz>1 时 的 性 态 . 这 二 公式 在 cos 2 —1 附近 都 不 
ROT. 为 了 求 得 一 个 在 包括 这 一 点 的 范围 内 有 效 的 公式 ，Meixner 
(1948) 及 Sips (1949) Jt Mathieu MAES HE BeBe p AB BE 
这 种 展开 式 的 形式 为 
(9) ce, (2,6) = > oD, (264 cos z) 


86,41 (2, 0) =sin 2 E B,D, (2 0 cos z) 
tm 


式 中 ,如 % 为 偶数 ,期 7 A, ee Sr Way Fe BE 
fi, a. B. PEDIATR. 当 0 很 天 时 ,展开 式 ( 引 中 的 控制 
FLW rn 的 那些 项 ,因而 有 
(10) ce, (2, 9) ~a,D, (2 cos 2) 

Bon (2 6) ^B, sin 2 D, (26% cos 2) 0— oo 
如 分 2 二 4 mT 《必要 时 可 在 微分 之 后 应 用 ) 井 应 用 具 8-2 (1) 
Ry D, (0), DIO) Hof, BWRI HE o. 及 Br 


16-8. RE. MOR, AFR 
包含 Mathieu DEBATTEN 


i28 高 E EREKE 


MESM. RE 16-1-1 和 饰 中 一 样 , 设 zx, 9 2818 RAR SEES, wo 
HEER, P. 中 Aka, At 
(D)  z-Fiy-ecosh (u-p iv) = Pe, 


m" GU Rip 
ew nw 
GO) aca C00 


Ar U Qu) V Q0), Wb Ab V. Ay — Mathieu Hi 
%, U 为 一 连带 Mathieu it, HAE Mathieu AHP, 
(3) d= Cgc). 
ACRE AE ERP , BAN 
Z, (xp) eir? 

其 中 Z, Xy— v PR Bessel WD, PARETE M h MALE BS 
3i; BAER TER, 3E 
HRS SEE Gt e REG 同样 ,椭圆 柱 面 波 也 可 与 平面 波 联系 . 

TEE ER 
(D. W-Y (-1) Air (0) HG) cos (3rd) j=1,2 
EA u Re a, AG 有 
(S) «P= 271A cosh (u+iv) cosh (u— iv) ]'* 

ETE (ee iv) . 
cosh (w — iv) 
因此 , (£) Eha 16-2 (30) RRR E PEES u o (EE, E — 
AMM A Hmoj <j Reul), 及 不 变 的 u, CRR cens (vs 四 的 
~ PRR. AY 
W =U (u) ces, (o, 0), 

HUA 16-1-1 40 U (u) Mathieu RT, (4) 式 在 — co, 
Enz e co BP AGERE BEG U (v) 必须 是 第 三 类 连带 Math- 
ieu HK, PE 

W =const. Mei} (t, 的 cea, (v, 9) j=l, 2. 


APR BR Be ee S iz8 
让 确定 常数 因子 ,可 分 u 9 eo, P — oe, 对 在 进度 用 7-33 00), (2) 
起 ;对 有 边 应 用 16-?(3),， 0D. 3X — ERE PH Conin 
Be mas BCs mt? MAUS RT SER Feo PSK, BoP Mathieu H 
数 符 号 中 及 系数 中 的 8 EHER, 


(6)  Mejfj(u)coe,, (v) = Pam I, (-- 1) AIPHY (cP) cos (Oro) 
f= 
Meyar (w) Ces TESI (v) = Panel 


x € C0) ino. (uo) cos [P+ DH 


Ne). fw) SES on +1 (v) ran 
x È C^ 1) BAY (9) ein [Or IDH 
Nej2.; (w) Bee mia (e) = — gm ` 
x Y, CO BEM PG GP) sin [ (27-2) 4] 
j=1,2. 
此 处 的 O 及 s 和 16-5(22) 式 中 的 具有 同样 意义 ， 

vl E o= oa, By (8) aX ra 16-5 (14)-(17), M ut — oo 
Ri, (6) 变 成 16-5 (1)~(4), Ki, Mathieu BER SE Ab XC 
开 式 部 是 (6) 的 特例 或 极限 情形 . 

Meixner (1949 a, ip TEA Schäfke 1953) ES) hee Hi 
MEER. Al FASER, RER SEE 
hir] tH CA dad U QV (0) BRIE eh V (0) Mk Mathiou 
AE OU FC FERRE eR 从 的 第 一 类 解 , CU Qo RE EVO NE GE. 
再 程 的 第 三 类 解 ， 他 的 展开 式 形 如 


U(u)V(v)— Fd, HP, (ceo 
其 中 
KP 一 2 (O[ cosh (u Hiv) — a]i eosh (u a iv) — ay 
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ag 08h (u+iv) — a 
T eosh fw—iv) a 
凡是 一 般 Mathieu FE, Ade din Meixner 著作 中 为 
d, 一 $ 【一 1)^e,J, nr (Rab) 
此 处 的 c, 是 16-2(8) hes Rae, V (e) 是 一 般 Mathieu 方程 的 一 
个 用 16-2(8) EFRI., 


BERKER SRL e hr do S RES AS, 
Hoa a GRE AE. FREE 


{7) WwW =f" exp [ix (x cos a+ y sin a) ] eo, (a, 0) da 
ü 


把 它 必 为 uv WRB, M 16-4 E36 2 4g An, m ve Ae, Ww E 
ce, (v) I 4- 1A 3C. dn v BASE, AE Ce, (u) 的 倍数 ,因此 
W = const. Ce, (4) ee, (v) 

要 确定 式 中 的 常数 , 可 命 W Be OW 20v 中 的 了 一 3 二 0 BA u=, 
By o= 24 m, 根据 二 是 偶数 或 奋 数 而 定 ， 区 于 sey... 应 用 同样 的 
方法 ,并 应 用 16-4 DREI NN RR ,和 这样 就 得 
(8) Ca) ces (o) 

—2927ip,, f" cos (xe cosa) cos (ky sin a) ce, (a) da 

Ce; sa (9) 095a V) 

An ps wat f sin («a cos a) cos (xy sin œ) 09, 444 (o) da. 

Se, mpr C) S03. (0). 7 

an gar NI cos (Kr cos 0) sin (ky sin a) se «44(0) da 

Bes m42 (0) S63 m43 (V) 

eis na i sin («a cos a) ein (ky sin d) Sega (6) da 


Atri a, y Rh 16-101), 0 kl, (3), p AR s $d 16-5 (22). 
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包含 Bessel BARA = T8 ER ha IE ELE Ih Sips 
(1953, 1954) HH, 

RISE SKATE y Mathieu Ba RAISES eH AT. 
fe (8) 可 作为 是 把 

ein («x cos a) cin (xy sin a) 

展开 为 Mathien DES EUR ISK eH Fourier UC Al; 
因此 就 导出 了 如 PARERA. 


(9) eos (ka cos à) cos (xy sin a) 
—3 È> pdcem (a) Obani) ceo 人) 
sin (Ka cos a) cos (xy sin a) 
—2 > 27714108 mr (8) Ces mir (0) C02 mia) 
cos (kx eos a) sin (xy sin æ) 
=2 È Sy m+1 803 mar 09) Beg m+1 (4) Same (9) 
sin (kx cos a) sin (xy sin æ) 
= 一 8 Xx Sn a mea (0) Sey maz (4) Bea man (9) 


这 里 x,y, K, € u,v, O 451A 16-101) 及 16-83) KKM, 0 在 
Mathieu BER TI PRIA, p s Rh 16-5 (22). dE (9) Spl 
Xp ow 或 2 A FE ER RPS A Ae BOOTE 
之 ， 其 中 有 些 列 出 在 McLachlan fis 4 P (1947, 10-60, 10-61 
e. 
《的 式 的 反 演 可 导出 

HP («Py Son (v) j=1,2 
WERS. EX Mathieu 夯 数 及 连带 Mathieu HAJAR PH CH, 
Bip 1953, 195 人 ,所 得 畦 时 可 以 解释 为 粒 图 柱 而 波 的 他 加 所 生成 
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MBH Mm. Sips 还 导出 了 包含 四 个 Mathieu He PE BS BET 
zx ERE IP ACEI EE BS RICIS JR] TRE] EE hs JE PX A 
推广 到 包含 一 般 Matbieu JP Pris Beo MA RARE Schöfke 
(1953) 提 出 过 . 

最 后 ,若干 个 糖 贺 柱 耐 波 的 全 合生 成 椭圆 杜 耐 疲 的 规划 可 以 
#5 Mathieu EHER Inox 98 (Schaf ke 1953). 

Ince: (1939) pF% J Mathieu Byres Sn Be A Mathieu 
ERR SES AA TRR. MO) SPR I ELA (9) 
的 导数 的 特殊 情形 把 . 


865 m y (2) 
， Binz 


EIER D o, ce, (2), Halb Sa Bee Mathieu ARE 
25MM WEIR. dr O=0, Rl Ince 的 展开 式 简化 泡 三 
BRENNER IR, BREMER ER, 

REZA A Ks MAR A 16-4,16-6 Ui (8) 式 及 
McLachlan (1947, 第 10, 143%), ġ & Bessel gd f 0p AR 
McLachlan (1947, 5103), Sips (1949 à), Meixner (19518), 
Schafke (1953). Schäfke ##H-A TMAH Mathieu Base 
fia, Meixner 及 Schäfke 都 重 把 他 个 的 结果 和 推广 到 一 般 Math- 
ieu HERR. 

Mathieu Wier agit 4 PE A 16-405). (16), C17). 从 Sturm- 
Liouville Bj Hd 05 — Ar $8 m PY 5 [tant {00m (amna 
{Semat "PB d —3& XE (0, 14 0) ERE SR B8, {00,}, (86,41) 中 的 每 
— RAE (0, n) BERN, FR (oes 86,5, EO, 2a). 上 是 完全 的 ,此 
处 m,2=0,1,2,+--. Fak Re Fourier pp dd 
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ieu ERHERMARHE - 这 种 展开 式 的 重要 重子 是 OAI 
往 面 波 展 为 Mathieu SCHUBERT. 
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一 般 Mathieu AFE EARR RHE i H e h Strutt 
(1943) 研 究 过 , HARE TREK, WER, 展开 公式 及 展开 
定理 . 在 Strutt 的 著作 中 ,16-2(1) 中 的 cos (22) HERE 
函数 (周期 为 四 代 暂 ,这 一 画 数 可 有 展 为 收 钱 的 Fourier gut: 所 得 
的 微分 方程 称 为 Hill 方程 ，Strutt 把 Hill Jj gessi RA 

u(Z, +p) Hou (zs) + ws’ (2, +p) 二 ow (29) 
AIL A IA 本 1 问题 ,此 处 = 是 已 知 的 (在 周期 Mathieu 
BRETT, o= 1). 

Je] Mathieu BB Raw Mathieu ER SMM AR SIOROT A, 
SORA OAS. RRA u — us 的 内 部 考察 方程 
(2). 所 加 的 边界 条 件 为 W (us, v) — 0 (TEASER 
XD. RR 

ji c (m, v) = Ce, (u, 8) ce, (v, 0) 

d 8,44 4 v) = Bey.) (u, 0) 86, (v, 0), n=O, 1, +++ 
使 Ce, (us, 9) =0 BE Bengs (us, 0) — 0 的 那些 ic 值 就 是 (2) 在 区 域 
USt 上 的 特征 值 、 这 些 特征 值 相 当 于 9 的 某 些 特征 值 ,所 得 的 
RTE TY apo Wot, ista n=0, 1,2, m1, 2, --. MER 
EHH [cosh (24) — cos (2v) 1dudv, 于 是 有 如 下 的 正 变性 里 : 


NN (7 embed Teosh (Bu) — cos (20) Jdu dv 


= f. T y st Wate [cosh (24) — cos (29) Jdu dv — 0 
k,n—0,1,--; m, 21, 2,993 ken gl mel 
NM Went si. [cosh (2%) ~cos (29) Jdu do —0 — 
k, n=0, 1, --:; 7, m=1, 2,--- 
RF a boy 及 [disp]? wR eat He o6 McLachlan 
(1947, § 9-40). iib WE AR TIER Be RI us, ERF- 
Awe Ribs WREAK, 对 于 其 他 边界 条 件 ;, 也 有 相应 的 屡 开 
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xk HR Wed X 
16-9. KERZEANHITTERRE 
RAR 
a) 0-2 ou +22 ee (1—22) - i (1—22)71]y—0 


作为 球体 波 画 数 的 微分 点 程 的 标准 形式 . BEARER A — tI REA 
标准 形式 ，Meixner TEHA E (1950, 15) BAC), A 
48—y1; Bouwkamp, Strutt (1932) 及 Meixner (Efl 1944, 1947, 
1948 fy RHULIE RP AP Kt, — Kt? ~ 7229 FRG AOL 23), 
NET) 中 的 »-- 49. 在 这 一 节 中 ,我 们 赣 抬 8, A, 
中 作为 已 知 的 实 或 其 参数 ,把 作为 复 变 数 . MBER e E E 
的 阶 


2) #=cosv 
AIRE 
d dy . ‘ 
{3) yt V 06m 9 T+ A+ £0 (sin v)! — HA (ose v) Jy =0 


PATER AR SER HT HEN S FHA [HR 16-14(11), (12), 
(16), (17) ]. 

Sat Sir CD 的 几 种 特殊 情形 和 极限 情形 ,因为 这 种 情形 至 
A ROE. 

i O=0, 朗 在 波动 方程 16-1(9) 及 (14) 中 的 *==0, ju) os 
人 化 万 Lagendre HFF 3-2 (1), 此 时 A—v(v--1). ld sm 
EMAC 3-2 E ,在 痢 和 上 上 的 适当 解 见 3-4 Gli. 

dm H=, RU fils ER Ev bf (in v) yw) 
满足 Mathieu 方程 ,此 时 日 与 16-2(1) PROM BM, AeA 
Ti 4-38, 
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A 
(4 Fiz 
HERE e dk, HEUEA 
diy dy 4p? _ 
(5) (E — 40) ttt (eei ut 


在 (5) 中 ,如 9 二 0, JOR AT Bessel 而 数 开 未 .特别 是 ,好 (0) 中 的 
6—0, RX — AAT TF AUS AER: 


O POE] no. WO =(F) rd 
(eo (E) ARO. emo - (2) roo 

+ Hp AS=¢@+1) = et) ENTER 7-2(44). 

3X So Y FERAS BUTS TE- GIBT EE TP ES 
PETE EN rd RES TEL REUS T" I M 
TER) Bote AMTARE, e e IPLA PER CL) 的 特 解 ， 
入 及 将 这 些 解 怎样 展 为 Legendre 或 Bessel ELCH, SFE 
(1) Ef BERE VEDI FE BER CECA NEE WIEN; 
Meixner (1948, 1951), Sips (1949). 

微分 方程 (1) 有 三 个 奇 点 ,2 一 1 一 1 o. z=+1 BEA 
点 ,在 每 一 点 上 的 指数 为 + KR s= co BRERA, EO). 
SER, WEE (243 — A ABE ce 上 的 性 坊 与 on Je WA 
2777 Fe SLR, 这 里 出 现 的 指数 ， 称 为 方程 (1 的 特征 
WE; CHE 9. A, 上 的 机 数 ,而 且 和 Mathieu 方程 的 特征 指数 一 样 ， 
由 关系 式 cos (2 av) = f(A, Mm, 四 来 确定 , 通常 ,为 了 更 方便 起 见 ， 
RIPA 表示 为 0,p 及 v RE, Meixner DiMA BE HEY MO). 
显然 
MMO) =p (pHi), MO) =A) 一 2 10). 
FP A, pav, 0 SHH DBE SK WG Bt Ry R Schmid (1948, 1949), 
Schäfke (1950), Meixner (1951). 
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SPUR shes A= A O), HES 0, ts v 表示 ， 
SA AAA Bessel RRR, HEGORA du FE 
a AS RETE: 
(8) SE 2, 6) =A — 2 7) "^s; (8) > OFF) Wor (2 652) 
jul, 2, 3,4. 
NEE. Xe TAMA, RG a, 
Bear of, (四 ,对 其 他 记 尘 出 用 同 法 篇 化. 348) 代入 (1) 可 得 系数 
a, BI TIRES Rh Meixner (1951) eit, Zu T: 
(+ Br — 4 (y + 3r — 5 —1) 
‚9 (wir — 3) (r +2r— 4) bar. 
(v 4-2 2-4 4-2) (vr 4-9 4- e 2-1) bet 
(wr 4-34) bert 54) "n 
十 Bo ~ VIP) Hard) 


(v-4-2r)(r--27T-2-1)4-w—1 
Oa Br 4) CHRP EK) 


十 20|a.=0 


r=0, +1, +2, --: 
TERN FEUERT FT LUE 
充分 研究 过 ) . 

PRISE 3E (9) 45 16-29) 类 但 ， 除 以 一 速 当 的 因子 后 ,可 游 出 
RES TT USL, ERTEM Ir ZARR IT 
条 件 . AH E LME 16-2 (16), (17) — FE, RS FR, 
及 Ly. doy.) ik AT HE 
(10) ul) —a*, 1,4 (0) it) 


AU 
, » EM Oeti) y 
(11) Kur (8) oy r (8) 7 (yeh mm 1) " Our (8) . 


IRTE 16-2 (21) 中 一 样 , 从 连 分 式 可 得 
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9 2 

. re, |, ra, d 

(12) lim —-2]lim — —-: 
Poco By van Oy ay 4 


TEPER Be RA) +++ Og, Bigs ao 03. oa， TE H (artim Be Ac E 
E, (12) matre ee SR OR OA HR 
或 2 一 严 是 一 整数 时 发生 .从 Bessel 图 数 的 渐 近 公式 可 得 

(43) lim JO. a li Jio. 4 


VAAI 工 = 2 
foc T VP vr TÀ erg Oz 


(i) o» 4 . 
(14) li Va tim rt, Jj 7:2, 3, 4. 
roe rh. G27 


rem Th. va 
JQ3)-C4) RI An (8) AB | e| > Lii oic, 在 这 一 区 域 中 , (17270) 7 
用 一 项 式 属 开 式 定义 时 可 使 之 成 为 单 值 , 故 在 () 中 可 全 一 天 入 args 
乏 引 .在 (13) 式 的 一 个 极限 不 存在 的 例外 情形 下 ,系数 的 级 数 在 ， 
一 个 巨 向 内 有 有 尽 , 在 这 一 万 向 内 不 发 生 收 伍 的 于 题 . 

H. L. Schmid (1948, 1949 约 全面 地 研究 了 一 "类 包括 (9) XE P 
EEEX. 他 的 结果 确立 了 ox 的 存在 性 和 叭 一 性 ( 除 一 常数 因 
FA FEEST MR eL. 展 为 日 害 般 数 的 收 伊 展开 式 . 

当 z— co Bp, SO 的 渐 近 性 态 可 用 Meixner (1949) 的 结果 来 
确定 ， 如 7 了 二 1,2,9>0, 可 分 2 在 上 生平 桓 或 下 牛 平 而 上 一 o, 
如 了 = 二 3,4, 则 z ARAL FR o o9. TE, RR 171200 70D, 
ah e- co 时 

Vitor, (— Ir, 


wp 
i 

as) s-| 三 (Der 
A 


(16) lim [S29 (a, 6) /qfP (3052) 1 =1, . 
式 中 如 j— 1,2. RUDE Xm (042) 20. 2k SER aha LR 
Q7) S89 Cz, O) fi Rz) 

jal, 2,3,4, soo, |arg (852 | «m, 


en nn En 
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在 于 种 形式 下 , 正 O42 的 情形 就 用 不 济 排 除 . 24 f= 3, Ant, 
arg (04z) 的 范围 可 像 ?-13(1)，(%) 中 一 梯 , 和 分 别 拓展 至 (一 ,2 x) 
(— 200, m). 在 我 们 的 整个 讨论 中 ,将 很 襄 57 以 (U5) 式 确定 ; 

A (6) Tjan, 只 名 ,因而 也 是 S820, AA z LAA RE co BR 
近 为 日 值 的 画 数 的 形式 ,因此 ,SSD 是 一 第 一 类 解 . Se 可 称 为 
HOH. AAO, (8) 及 7-13(1), 2) 可 知 , 当 = 分 别 在 宇平 而 
Im (Pz) >0 及 Im (Pz) <0 Loo By, SM 及 SHY Pepe eens 
SGT A SO? ane = SH RT 如 中 之 外 ,人 向 有 和 解 
SD 及 Sir), j=1, 2, 3, 4. 在 这 16 MEN ERE e ER, 
EP (16), 或 者 是 (11) 与 Bessel KH AER (HE 
2. TA TEPL ER E AE z 及 9 ARTE. 
(48) NN 
(19) gsm = Se +i San —g ihe Oe sy 

Sun = Sea) _ i Sun xc pora, 
(20) S? 一 — (coser) IL SED sin (vx) + 5502] 
' Ss 一 [4 tos (va) I [seu 一 SED gery] 
Sea = [Lö cos (vm) JASE give t?6 — S] 

EAS (18) SR JA (UD) SE, AERE e (3 EOD. E WE 
ERREGER, (19) R (20) A (6), (8), (11), 
(15) 7-200, (5), (6), (0). Meixner (1951) $a] T 3x ae 
关系 式 以 及 另外 一 些 关系 臣 , 特 别 是 arg (2) kiii e A E DEUM] 
(m, m) 以 外 的 解析 开拓 公式 , 及 解 SED 的 Wronski IFARA 
X. HF et Lg, 根据 恨 琶 ,不 是 整数 , 帮 知 上 述 四 个 解 中 的 任何 
一 个 都 是 厂 性 插 关 的 ,正和 Bessel BAHT HERE. 

上 而 讲 答 的 解 者 是 用 瓜 数 表示 的 ,这 种 对 数 在 jz| >1 时 收 敏 ， 
在 * 很 大 时 特别 有 用 .现在 我 们 来 诗 花 在 LI WISE ABER M 
《一 1,1) 上 有 用 的 解 ,并 讨论 在 单位 图 办 部 收 敏 的 展开 式 . 
Meixner 将 这 种 解 记 为 


= 
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(21) Pelz, => ( — D'a£, (8) P*a (2) 


==. 


Quis 0) = Y, (Diane) 


(3) Pests O= Y (- D'at (Pha) 


Qsz(z, A= Y, (—1)rog, (0) Qa (2). 


此 处 P,Q REPERI EB) Legendre pjX&, 4 X R 3 ii, P,Q 
为 前 制 .上 的 Legendre pA, 4 WP. 3-4 节 .因此 ,在 (81) 式 中 ， > 
ZEISS — oo 至 1 谢 拓 的 复数 平面 上 , SX XE (23) 中, 可取 
[arg (241) | «m; EDAP, EHE, -1I<e<h 不 过 ,这 
Tha n] EAD Bi sah — SE —1 Rl Soo dE 
REP, 

SEG) R22) ARA (1), TAENSA (9), 因此 o. Wi 
BY AST RR. GERAR 
(33) af, (0) —1 
FEF, (10) E (Lagos EST, Alt 
(24) Pst(z, 0) =P#(z), Qs (2, 0) =Q%(z) 

Pst (x, 0) —PZ(x), Qs* (x, 0) = Që (x) 

M. (12) 3-9-1 他 可 知 , (21) A (22) Kb abe Be, PT dB AS BH SE 
+1 E oo. JA 3-2 (3), 3-6 (2) "fp, sR 1550, 1, 2, ---, Kl Ps 等 
F (2-1) RAE n1 PAE RMS n I m —-0, 1, 2,---, 
上 Ps SF (z—1) sede 2—1 ERAI, JA 3-2 (5) 可 
5, ARE by OS £O, Qs 等 于 203 Be FE z 二 oo BHCHR 
值 的 画 数 .因此 , Qs 是 一 第 一 类 解 . 

在 16 个 解 Pat“, Qui^, Pat# ,, Qs##_,, Psl^, Qsi", Psi? ,, 
Qsit., ZWHERSER. 这 些 关 系 可 点 从 3-3-1 及 3-4 Hip 
Legendre HARK R PIE BS. AFAT: 
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(25) Pesë = Ps, Ps!—Ps",, 
(26) er 4-1) Q =e "Tp — +1) Qs 
(27) Ps£(-—2)--cos[(m-r»)z]Psf(x) 

— (2/m) sin [ (+r) s JQst (x). 
TEMES TRAP HA 3-39 (1), 974 (7), 373 (2), 3-414) RD) Aa 
PEF IEE OPER, % Wronski 448, Meixner (1951). 

最 后 ,我 个 来 说 明 用 Bessel RRR Rahs HRA Legendre 

He BE PRAY Fe as A RSE. SE 肥 Qs 都 是 第 一 类 解 ,都 
属于 co 上 的 指数 v. Abe Hoi Bie, Meixner (1951) fr 
(28; BEM (2, eat sin [Gr War je 0*0  K 7 (0) Qs? (a, 0) 
Arg KSC) PEAS EH AER MBO R 
Qs? SREB SSC a, SER KO 的 显 式 ， 注 意 , 从 (8), 
(6), 7-5(2) 4 

z= (1 — 278) 48e (2, 8) 

LIES ghir+r+e Atta 
= bá m sh (0) 2. 2 ( — D'az, (8) STH Fr) 
而 从 (21) 及 3-2 (41) 有 

2-¥ (1 — 277) He i^*Qa^. (s, 0) 


=gh > > ( _ i) a, . (8) Ov—2r—8t,-2r—21 


rw dfe) 
Tu y+ or 
XPOS Tr) 
将 (28) 的 二 边 部 琵 凡 2 "(1 — 29), Bey Laurent Br, 而 后 
比较 27 BE SE Ef 
(39) KED = (44 deur” py — p+ hye Pii (B) 
> ( —1)'az, (0) 
ot. (k—r) Perktr+%) | 
V (— Da, (0) 
Sr") 


X 
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因为 所 有 的 800 APE ARLE (20) AA SORR, Ps 都 可 以 

根据 3-3(8) 用 Qs 来 表示 , 故 知 应 用 (28) 式 就 是 以 往 尾 --- Bessel 

Ea 2 Sor Legendre padre Brak Fan iil BLA AT AREE Legendre 

EHRE Bessel WR Emden. PA ROC fe E rAr 
是 整数 时 得 测 很 大 的 简化 , 见 16-11 第. 


16-10. WRI, iat MATRE 


_ oe 8 8 c7 € 


Fisher (1937) 及 另外 几 位 作者 提出 了 一 些 展 为 Be 2? — 1 
自 极 数 展开 式 ,这 种 屡 开 式 插 论 在 分 析 工 作 上 或 数值 计算 上 似 衍 


不 十 分 重要 . 
展 为 Bessel HB RAT PIF AE J BRA Ba Be AI EZ 


4/7 * a *» c» 3&4 ^? 0 * * ou 


» 5. 9 9 t 9 9 T 


Bessel pd Legendre Be. PETA Zn 
下 ,我 们 引用 一 种 与 16-1-3 WA RORA eee, eb 
WEE is, r X, 中 为 球 极 坐标 , BOM. EM SRE 
REREH RA 
(à)  z-—c[(£?— 1) (1— 92) * cos d =r sin X cond 

y-e[(£5— 1) (1 — 99S 15 sin $ =r sin X sin d$ 

z-o0fercosX--ox 
并 分 40 idco, 从 168-1-2 iP] 

Sed? (E, 8) Pes (9, pet ^t, SED (E, ) Osi (9, Aer 
BAB AW +W —0 的 解 , 而 

pi? (er) Pr (cos 2) e**9, qi (ern) Qt (oos 2) ett 

BARI, PARE 6 oo 因而 了 oo 时 的 性 态 以 
及 在 »o 41 因而 4 9, 时 的 竹 态 就 可 得 如 下 形式 的 展开 式 : 


DOTT HIER TER RR A rra T m t a a 
mtem este mes 
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(2) SPE, 6) PO — X bz. (0, a) WE) (xr) Pr, ‚(cos X) 


SEO (E, 0) Qs (7, 8) = 3 Erle, (er) DE, (oos X) 
其 中 = 
(3 r= PAE tn 1) 

cos A= (22-14 -4 a? Lan — DEN - a). 
Meixner @EHH 5, TAL —- GR ESE Cm a— i de a0, S 
Wits [JAM HES) ENT XX — UE TEXSOR BRE B FEE PE PLE 
VERTRAT 5, 的 一 个 旺 表 示 式 ,用 16-9 
(9) 的 o, 及 革 一 其 他 系数 071 BR, RR UE M BERG En 
WER. 他 研究 了 Ar ey 的 整数 值 情形 ,并 证 明 16-9 (D gt 
解 的 所 有 重要 展开 式 都 可 以 惜 指定 (2) PeR RI. 例如 ， 
在 {2) 的 第 一 展开 式 中 ,加 a=0, 41, AR 16-9(8); Ria a — 0, 
£— vo, AIF 16-9 (21). 

EDAP, e @= 1, £$— oo 或 9 1, Rf 16-9(D) 的 

解 的 新 展开 式 . 这 些 懂 开 式 名 及 ' 萎 们 的 收 敏 区域 如 下 : 


(4) Psf(z, @) =exp(b2 02i) = t+ , (0, D PE) 


Oele, 0) = exp (£20421) T itb (0, QHZ) 


fu 


z#1, —1, eo. 
(8) BPH) (5 =) st (8) 
x $ 0, DU, G-1)] 


二 一 一 oa 


ls 一 1| 22, J—1, 2, 3. 4. 


SED (z, 8) = 5)" st (0) 


x » bb. (8, — DER, 802 4-1)] 
lz--1| 2, j—:1, 2, 3, 4. 
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WE GR BEBE IPA POR BA ER IER , PERE erp , xx 
ERFARE hE AH, BOR Ps? (a, 8) , Qs? Go, ORS RIT 
AAEH Pap PAL). QU) (P. £a. Qui. 

Meixner 在 (2) Ahr E> oo 或 了 一 工 而 不 指定 oo 从 而 得 
出 了 更 -一般 的 展开 区 所 待 展开 式 中 包含 有 一 任意 套数; 答 这 一 
SERIA, BESTEHT 16-9(8) 及 16-9(225, 或 (4) 及 
(5). 

AEQ Fo ent, 部 得 Se) (2, PA Bessel WEHR 
WETA, thAbhy Bessel EEE 20 (2? 一 1)# 作为 自 变 数 . 这 种 
展开 式 系 由 Fisher (1937), Meixner (1944) 等 提出 . 

[9] 很 小 时 的 近似 式 
、 在 16-9(29) r4 k —0, 从 16-9(1), (9), (24), (28) (29) BF 
得 
(6) MO) —v(v--1), Pet (2, 0) = PE (2), Qst (z, 0) = Qg (2) 
Ps?(z, 0) —- PA(z), Qs? (a, 0) = Qi (a) 


a£ (0) — st (0) — 1, at, (0) — 0, r= +1, +2 + 
eiT(liv— mT») 

l iM» FR -一 一 一 一 一 一 一 

lim 07 KE (A) = Pd 


2-7! (ig —v) 
PFT) 
从 最 后 一 式 及 16-9(20) 就 很 容易 计算 

lim HeD (z, 8), j=2, 8, 4. 


m 
关于 MP) 及 a. (0) Feo 0 RRNA Meixner (1944, 
$6-3). 

ei IHE MSIE 

JA 16-9(17), 16-9(6) Æ 7-16(1), (22, 7f 
() — Bt? (e, 0) = 149-521et amen n [1-1 0( |a] 73)] 


z— oo, — marg (D iz) «2a. 


li rQ) = 一 url 
lim 6 BED (o, 0) WB? iz) 
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(8) SEB Ge, 0) = Lg 94a lg ime We [14 0(Ia|7)] 
z— co, —2a<arg (Mz) «m. 

SiO, gun SN EST 16-9 (19) Mi, Meixner (1951) S f 
TAr 2-0 降 营 的 渐 近 展开 式 ,其 中 a Be EXERS FH TA 
展开 式 的 系数 所 满 吓 的 若干 四 项 涛 推 关系 . 

Qs 的 活 近 式 可 从 16-9 (280 求 得 , Ps 可 者 示 为 Qs 的 姐 合 ， 
53-33). 

du. D RR ER, RU 16-921) BR 3-2 (14) 88. 
(9) Psie 0) = Fy (2-1) - 


x È (Dre (2) [13-0(]2—1])] 


Fa oo 


aama) 
= nee) [1+0 (|z—1|5] z1 
in| BERE 


L^.—1 mici 
(10) Pat (e 0) = ATAR [1-00 -2)] "E 


Qs MESTA (ORAH, BEO pas AY HE 16-9(28) 及 16-9 (20) 
a 

YTRI 16-9 (1) 的 解 之 间 的 积分 关系 式 , 庶 当 注意 ,这 一 三 
程 是 流动 方程 AW 4a4W =0 在 (1) 式 的 坐标 系 E M PRIS 
REMEE. BN (Em) 是 AW JW —0 ARE 
f (2) 是 16-9(1) 的 一 个 解 ， 应 用 16-3 Er Ha 
a) 9 的 一 人 NE DEA 
是 16-9(0 JA Exe 时 的 一 个 解 ,只 


(12) [a- (57 f- vy =0, 


rm TTA yA ee a SRH ma P 
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18. Fon 一 Ps; (2, a), E 
Q3) NEM OU GP —1)!** exp AMEN) 
JA (0) & Pe BUR esi AT An, dm Ee 4 一 0, b= (o0, Re (842) > 
| Re |, i] (12) AFERE. Acht TS 


KH = (11) (7 RD P^ (n, 0) exp (2EM) dn 


216-90) 4 E= z 9 TR. Flint, (9) Laplace FA 
AP EBB RI &n, HE Re (HE) > | Re 841 42,24 £— eo BE, 9 (E) BEER 
为 . 


eph] s renum Ne Ginan 
exp (ROHE 4- 34 Por i + Kai) 
i (80) 3s (0) 
因此 ,从 (站 得 


£ _ — ert) f 

9 = Tamra (d; 
PPR DR ARAP AT 

(14) ga (é, 8) = 一 e Wate lmign gists i (8) (E: — 1} “ae 


SH (E, 9). 


x (^ (P 1) Base (n, 0) exp (2 OMEN du 
1 
Re (642) > | Ree] 


同 理 可 得 
(15) SED (E, 0) = —estietmigaghtug-» (95 (E21) 4" 


x LL (x — 1) ^ Par” (2, 0) exp ( —20£91)d3 
Re (02) > | Re 6 | 
16-11. BR fk IR ÉÁ 


X: E RL RBA (E 16-12 及 16-1-3 Qf) p oic 
方程 的 解 的 应 用 上 , 16-9 (D 中 的 im 是 一 整数 而且 ,> 及 入 


IM leet a eee | on mee mtm RI Pac A tmo s 
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的 什 中 ,只 有 那些 能 使 16-9(1) 有 只有 一 个 在 区 闻 ( 一 上 DASS 
PPO TE 我们 可 全 m= 0, 1, 2, +, 不 加 限制 。 从 3-9-2 
Behe EUIDUBIB.KE z—1 DRAG 16-901) 05 PE — E 
PsP (x, 0) (或 其 常数 倍数 ) , 从 16-9 (22) Je 8-9 (13), (15) 可 知 这 
— RHE :一 一 1 LER BEE dni Bo, Ak, Tr PEEL 
Rn Pe 


By dy 
-n yi ll m — wx 
(D (257-82, TARO) +401 — 2) 


—m? (1 — 27) ]y=0, 
其 中 m Eon 都 是 整数 ,为 实数 .根据 16-9 (7), 可 分 m. n— 0, 
1,2, ++, H, nm. | 
早期 著作 中 的 极 大 部 分 ,以 及 很 多 的 近期 著作 都 着 重 研 究 忆 ,» 
为 整数 的 情形 ,方程 人 的 解 天 都 称 为 球体 波 面 狐 , 不 过 有 些 作 者 


和 


e p v k m è n 1 


FAEM BRAG ER Strutt (1932), EL 
BE, Bouwkamp (1947) 及 Meixner (1951) ; 后 一 著作 中 还 有 各 种 
粘 果 的 很 好 摘要 ， 最 近 一 些 作品 列 于 本 章 之 末 , 作者 为 Abramo- 
witz, Bouwkamp, Eberlein, Hanson, Leitner 及 Spence, Meix- 
ner, Sips, Spence, Stratton et al rff d ki, Stratton eb al. (1941), 
Bouwkamp (1941, 1947), Meixner (1944), Leitner J& Spence 
(1950). 应 当 注 意 ,现在 还 没有 一 致 的 记 法 ,所 以 在 应 用 上 述 著 作 
"PRESE iA GE TE, 

XT O 的 通 度 数值 ，? 称 (全 的 数值 计算 可 以 16-9 rien: 
连 分 式 为 起 友 ， 这 一 六 法 的 方便 之 处 就 是 在 计算 和 过程 中 可 得 比 
a, / 0). 甘于 计算 工作 的 就 明 昂 Bouwkamp(1941, 1947) J£ Blanch 
(1946). F O 的 很 小 值 ,特征 值 和 系数 可 用 8 TE RU k 38 
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示 . Bouwkamp (1950) 及 Leitner-Spence (1950) fa H Y A7 (8) 
BOY ERBE RIT, -ERA Of 这 一 展开 式 中 承 数 的 值 据 
Bouwkamp (1941, 1947, 1950) 3144 ,而 Meixner (1944) AJH T 
Xn (9) 展 开 式 (一 让 窟 到 的 及 am, (8) Jam, (META it SH 
le. 

PRA m,n DaB, HB O<m <n. 在 展开 式 16-9 (22) 89 
PB is ARES 16-909), a... 的 因子 在 

$r— —m—n—1 或 2r——m—mn-—&à 

WEES AGE mtr LEHREN E. VERFEINERT SE 
分 式 中 可 得 


(3) rt $r« -m-ni 
从 3-6(3) 及 (6) 可 知 
(3) Prz (2) =0 —m—n-—1l«$r«m-—n, 


因此 ,《221 中 的 第 一 个 展开 式 变 为 

人 Pep 及 一 Dakar (2) 

或 

() Psp (m, 8) =D (Date, e Pas (2) 


rat 
Psziani(zn 9) = > (~ Donee rta e-r (O) Parara CE) 
7 k, m=0, 1, 2, --- 
RBC 16-9(9, E 
tom von, Hom —0,2r&—m-—n-—l!. 


现在 将 (全 正规 化 ,因此 
1 m 1 (atm)! 
(8) B [Pat (2 OP dr ni 


根据 3-12(19) (21) Plan RR TIRE, TE 
(7) 1 Qr rpm) | 1 (+m)! 
208 aO @+2 r+ i (n+2r—m)! ntig (n—m)T 


ay (A) P= 


-4 A- -anname er HCE ee 


148 高 *& @ dE EA X 

HR 

(8) op,(0)70 

来 完成 规格 化 . 
由 于 16-10(6), 这 一 规格 化 与 16-923). ui 

(0) Psrle,0)— D (D'a, (Pra (X) 

对 于 所 有 有 限 的 2 A Bie. BBE (4) EE (9) AR (E07 的 因子 . 
M 3-307), (10) 及 16-9 (11), 28 


(10) Pe;"(z, 9) = FM! pom (2, 9) 


Ps®™(— 2,0) = ( — L)*Ps? (z, 8) 
Ps 及 Ps 的 其 他 许多 基 杀 可 从 Legendre Ui feas p, nex rp RR, 
M 3-4(20) 及 3-4(23) 得 


n (mtk)! S 
(11) PszQ4(0,9) rc) i Psi 72x(0, 8) 
= ( — 1)'a&. ai, (0) 
cM mt LEUTE 
a (ED IP —k—m-r) 
Ps575 (0, 8) =0 k, m=O, 1, 2, => 
GPs _ 
m) FESE (0, 9) <0 
dPs5 ii (2 m--9 k4-1)1 d Psia: 
LTE (0, 的 一 一 一 一 一， 
dz O= EDI dx 99) 
ENT > ( — Deas Fe) 


Sty een) IE (= k= mr) 
A, m0, 1, 2, + 
对 于 解 16-9(8), 在 这 一 情形 下 有 
(13) Bm (2, 0) — 87 "D (z, 的 
ern) Dane (0) dla, (0092) 
J=1, 2,3, 4. 
No p PE SPIE MOT Qe, 1 变 为 co, 但 sin[ Co 一 内 
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xa], 赵 于 一 有 限 的 极限 . 根据 3 (90,08 em von 
于 ,有 

sint @ — Hr le (2, 6) — (—1) Pat (2, 8) 
根据 16-9(28) sh, FE (9) 13) LEHRER TI 
(14) SD (2, D) = AP (P) Ps (e, 8). 
这 麦 用 第 一 淆 球体 波 画 数 可 用 第 一 当 Bessel HARRERA, 
Tr SX PER NS ET BREE edes. KY RAN 
罩 得 多 ,应 用 (9 及 (13), FR ZEE Ih 16-9(20) By — PE, BA 
k= (m—n)/2 yk, (m—n--1)/2 GRE 天 一 二 是 偶 或 奇数 而 定 ) ,得 
(15) PGn+3/2) KP (8) Ps* (0, 8) 
7 bé ( — 1) "mm s ^ (0a iu ya (8), n —m ASTE 
16) P(n-5/2) &v (9) £P wer?) 2i 
=%(- Danger Das (6), n= RK 
A (14), (15), (16) n EE SO R dS /da qi 2=0 LETRA Bas 
RER. 
第 一 类 球体 波 男 数 的 其 他 展开 式 为 


(17) Psp (z, 0) =exp (42 0zi) S, i Bn. (0) P (2) 


这 一 式 可 从 16—10(4) 游 出 , 还 有 可 愉 16-10(2), (5) Bay LP 
懂 开 式 , 及 几 个 展 为 Bessel HAA Wy We Be HE FF sh ABE Meixner 
(1949) 所 提出 的 ， 

第 一 类 球体 波 画 数 县 区间 { 一 1) EKEREN. KTHE 
点 的 讨论 见 Meixner (1944), 

Sp (2, 8) 及 Qu? (2, 0) EIKE UE EHE, du |z| 71, 
RU A BO F(—2 二 《一 上 "了 (sz), 因此 它们 互 
AUER. Meixner (1951) 答 出 了 它 何 之 间 的 关系 ,如 下 : 
08) PORKI" (OBR (e, 8) = ( — 1)" st (85s, ^ (0) Quz (e, 0). 


AE RU t PR 
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其 他 的 展开 式 可 从 16-19 (25, (4), (5) EIE , Be Bessel uir 38 
WERE Rah Meixner (1949) 担 出， 第 三 灶 球 体 波 EH EC SO; 
这 种 两 数 可 用 16-9 (19), 16-11(14)，(18) 表示 为 Legendre HEA 
BUR. 

SLEEP RT EDSETEI SB; Eee EHE ME te FIT AS ip 5 RE, 
T5. ge BUT ALE u, o, d. 2E16-1—2 HP uae 


o 8 e # 6 


Bj, 对 一 个 在 球体 u= u ALE MR BR, U 是 第 一 类 球 C 


体 波 鲁 数 ,而 是 第 一 类 修正 球体 波 匡 数 . 因此 ,内 长 球体 波 画 数 
应 有 如 下 形式 : 
(19) S® (cosh u, L4 dc?) Ps? (cos v, I4 ipt) etim? 
m=—0, 1,2, ---, m; n-—0,1, 2, +. 
iJ SER OF DEAE A 
(30) SPP (cosh u, 14 rc Ps” (cos v, 14 ko?) a*im* 
j—3,4;m—0,1, 1, n; 20, 1, e 
式 中 4=3 或 4 根据 co EBUNICEES DLE r ei" Br let 
而 定 . 
同样 ,从 16-1-3 LR aR CHE 
(21) BP-i einh u, 14 xte?) Ps? (cosy, — L4 kic?) enim 
7=1,3, 4; m=0, 1, r++, 2; 2 —0, 1, + 
式 中 j—1 NR uu, 内 都 正则 的 流 画 数 ，j 一 3, 4 Dieu us 
SABIE BUS, AECL) AH, 40— — 470°, PETS PERE , A 16710 
Va RS RE SX PAE $695 — io. 
Kr EALERTS RU uu, 上 的 任意 夯 数 可 展 为 如 下 带 
ARR 
X 之 (A? cos md -+ B? sin mo) Ps? (cos v, 9) 
3k Br SEE ER HR SCR HE D) RR [e] eee PE dE XT Hl fü 
Ver A RA QE V ras IE BEE Ra A 


T 


n 
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16-12. TREIBER SEDE BUD X 
+1 mats 


RRVEUEVEJSUIE 21 PETER PI EUH. T VAS Be F 965, Bn 
H 3-9-2 Blige PAI AA ER Ey Legendre MER 
RITA, ifthe MW 6-11 (2), 16-9 (11) 及 16-9 (15) 来 简化 
AR, BRP: 
Q) Pst (ez, 0) = [KP (0) ] 18pO (2, 0) 


_ (4m)! @—-1) adim 
^ (n—m)! pL s^ reizt Mm) 
matm)! (-1)*(0 —2)7 
(nm)! "mls" (8) 
m=0, 1, -+ 2; m=O, 1, -.- 


(9) Qa (2, 9) = — 204 [82 8) 17 KE (6) SY (2, 9) 


Ps? (a, #) = +0(|1-—2|¥™) 


=) 
EM (—1) CE harar OC |Z- 11) 
Yar (z, O) = (—1) "12 0H [srs mE STK, 9) 
_ (= D" (m1) 12:1 
|» sP(0)(g—1l)4" 


mzcl,2,--.,5;5—1,2,3,--. 


Oa - 1pm) 


(3) A,=0, h= ++... + k=l, 2, +. 


EF Qs, 722) PEL —2 i i ane. 
kee 一 1 MSIE FAR P EN HA, ÉD 
(4) Ps®(—2, 0) = (—1} "Pa fz, #), 
Osh ( — 2, 89) = (—1)"t Qs (e, 9) 
Ps?(—2,0) —(—1)" "Ps?(x, 0), 


—€———— M a 
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Qs7(—2,8)  ( - 1)"7"! Qs? (a, 8) 
关于 SMP, | 16-10(7), (8) Z 16-9 (19). Ps 及 Qs 可 应 用 公 
式 16-11 (14), (18) 用 SP aedi. 
191 很 小 时 的 近 但 式 
Ay A, Ps. Qu, ep s? kb 16-10(6). M 16-1016) 式 还 可 得 
(n—m)! 


TOJO] EE 
lim 6-4" Kz^()) 2 — EML 
" v (3), 

于是 根据 16-11(14), (18) 有 

(6) lim OSM- (2, 0) =") Pe (2) 

f »"( 5), 


anism (DPIN (3N oom 
lim 6 HEMD (z, D) = CERTE BIOL (2) 


m=0, 1, =, 2320, 1, --- 


6) img*"K 0} = 
a0 


1 m=0,1, ---,%32=6,1,--- 


19 REACHES ER 
AA P AER. ERIS 
(0 y=0 PY, 20> 
可 将 16-1141) 变换 为 
ZY m+1 dY B 
(8) ( mg” 285 dZ (4-7)Y=0 


其 中 

(9 A= +14 5(32—m—m)». 

FRAO, CST UR CA dk e S20), EE HI 
—l<e<l E 0 HR FIT — oo Zoo. 但 ， 
Ps? 是 16-11(1) 的 一 个 有 界 解 ,到 (1 — 22) 4” Ps? (z, HER 
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一 1<z<1 上 有 界 ， 另 一 方面 ,从 8-4 节 可 知 Weber 微分 方程 在 
Wi HEURE 4 — 14 是 一 非 负 整数 时 才 具 有 一 个 在 eo LZ o 
上 有 界 的 解 。 ix EOEOROEOTOH SEA 09 ERR 因为 Pere 
n—m PES icon 4 EP n m+ 面 Pam Bar Ib a ET 
(1— 22) ^ D, n (2 0*2) pg— BE, BORE DIR) 


(10) AD = —40--205(2n —2m+1) +01) 8 — oo 
Ps? (x, cr ~ 2x7) 47D, _,,(2 Piz) f -— oo 
其 中 
(11) cr= Ps? (0, 0) /Dn(0) l n — m [Br 
d Pa” d Dym 
poH TE 0,0) O n= m RA 


or AURA ZARA] A 8-2 (4) Z 16-11 (10, (12238481, 
Jg SFE) SE RO E, BY TC (10) AER: 


(2) AMG) = —464-204(2n- 201-1) + OAE, 
r=0 


Ps? (z, 8) 一 (1 一 ar) > Cr, Da m sar (2 Piz) 


r=- 


HEOX)SNPLA 16-11 (D fi ot 0 同 次 之 的 系数 ， 用 这 种 方法 求 
近 亿 式 的 是 Meixner (1944, 1947, 1948, 1951), Eberlein (1948), 
Sipe (1949). apt, Meixner (1951) hy 22 的 展开 式 ,一 让 
BER 0°, HART JL ome. 这 些 公式 由 数值 计算 证 明 
HAH. 

ROR, z AATA, Bil (LO) Hey Sey ea BAT A Ee 
示 式 8-4(1) RE. 4E ce = 0 AYRE, Psx (x, OO ig Ib bb 
BE , PIOS BA DSS AEA BEX AAN. 

in 0 BAR, NT GEF ARR AER zx 一 士 I 的 周 国 ,因此 ， 
Psp (x, 0) 4E3X Hk js WEE EB. 为 了 研究 2 一 1 附近 的 
Vds. uf BICI 


——— —À —— 
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(18) y (1— 23) 49Y, 4( 8) (1-2) =Z 
HG 16-11 (0) Bey 

Z | ea 


(14) Z e at m+D rer ar 


en 
其 中 


| as) 84—(—8)-M(A* — m — in”). 
对 于 大 的 —0, ME 6-2 DURFTE, DET 


a= l, d, — 0, a= -2 b =0, u =m+l b= 4. 


这 一 近似 方程 的 通 解 由 6-2 (6) Ra 
m-l 
2 


er a ( —A,m-+1, Z) 


此 处 Sa, c, 2) 是 6-1 (8 的 通 解 . 因为 了 在 0<z<1 上 有 党 , 故 
当 0 一 oo BY EME OK Z<0 上 上 有 界 . 但 < 一 吕 十 上 的 合流 起 
HAE 2 二 0. 上 有 界 的 唯一 解 是 O(c, c, Z), HM 6-19 Q0 
B[ EU UI ,这 一 画 数 在 Z — oo WTR SOIR, 除非 o 等于零 
BEEF Bee AH, M (m+1) 一 上 一 — M, M —0, 1, 多 PR 
近似 地 等 于 : 
eid (.— M. m-r-1, Z) 
f — TEEN, Be, ARG 6-9 (36), 等 于 下 式 的 数值 倍数 ; 
expi2(—0) 52] LE [4( — 6) 4 (3 — 2). 
4, M 是 这 一 解 在 0<z<l EAS. 由 于 Porz, 9) 在 这 一 
区 天 -上 具有 (n—-m)/2 或 @—m—1)/2 PA GRR n-m ER 
Mas E, 因此 nom--2 M W n=m+2 M 4-1, 根据 n—m 
RR RARE. 此 外 ,根据 #2 一 mr 是 偶数 或 奇数 ，Per (2, 0) 
Bz soak ay ee, AS PIE: 
(16) AM. a, (8) —4(—0)(m--2 k4- 1) +011) à — co 


e a Ht Rte & & 155 
P smo (2, 0) olg Chea (d ~ 27) 8" 
x fexp[2(—-@) 42] Lef4l -9)*(1—x)] 
J-exp[ -2(- A*r] LR(4(-#)*0+7)]}, 895 — eo. 
Cmax = Panen (0) EPLE —8)"] 
Q7) a)  4( — 8) (n- 24-1) +01) 900 
PSS sn la PK car ll ar 
x {exp[2(- Mr] Zr [4( —9)4(1 —2)) 
—exp[—2(—8)5z] fl — Nil] 8 — eo. 
SARE Ag r fA, Hee 3H ED RI APR of 
像 在 8 一 co 时 的 情形 一 样 , 将 AD (70) SBE REAR RC, 
Ps? EW Laguerre FHARR CR. ET ESRB) , 代 
A 16-11 (1) ifii Ki HORS O ST ARES HA BE, BN RT Rer eH E, Pd 
Svartholm (1938), Meixner (1944, 1947, 1948, 1951), Sips (1949). 
ae, Meixner (1951) 01 T. ARENA, au (- 9) 775 
JR, Mn I Laguerre 多 项 式 报 数 展开 式 中 的 -- 些 系数 ， 
we AIF ELIA, (16) 及 (UN) 中 的 Laguerre SA 
ATA FAT AE, Bp 
(N 
k! 


[4( — 89) 4 (LE 2) ]*. 


Ps 在 1 Pes AS ER Ee RE, PE Fe A . 

其 他 渐 近 形式 

m Boon, (8) XE 1 — oo 的 渐 近 性 态 售 由 Meixner (1944) 
PASSE, ALBERS HREARGAX GEN 33 十 1 的 降格 展开 式 . 他 栓 出 了 
AD HERNA, ERIH n1), AA a/t 的 展开 式 , i 
EVA (n+l) 

Abramowitz (1949) BRERA m MTS, ARRAI m 及 8 
Kern 
人 LE， 全 也 用 数值 计算 漳 时 了 他 的 公式 . 
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16-18. PARR SRS 
RR SR 


16-10 GA BPAY cU SERED RR EL PL, 
此 外 ,还 有 以 a= — 1, b= 1 PAIL PBEM, By Ps 在 (一 了 1) 
AGL, HERE ARE, Hit, REN 及 ON mE, RUDI 
"Pam —1,b=1, 16-10 (12) 9888 8E. RAE 16-10 (13) HE 
D «Be 0E | omm Penn, exp (2 Png) dy 


根据 16-10 Wr, PARE TER IE BE RL, I DI 9 (5) 在 
—1«£«1 BER PEE Ede Pst ($, 站 的 数值 局 数 .为了 确定 这 
里 的 数值 册子 ,我 们 来 计算 


@) 8 = 人 a- my Pez Ban 


| ， 
E: (0) =20% | A a)" Pe (n, 6) du 


这 可 代入 16-11 (的 来 进行 . 4 
& f =a)" Pha (nan 


JE n— m EF RT BARE TSE, PU BE N 的 奇 
HAG IURIE 3-12(25) n, X — BEA EE n — re BE BT n em 
Pp PS Ha nnm te 3-12(25), 有 


1 npn (-3)"ml 
(4) |. Q= PAPE d= c AIT 
A | 

1 

| ma — 009 Pru, (Ma 
SPs NRE eer me +d, E 


1 — ml 
© [nas PR Gdan= (2 


m- 94 
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因此 
© gO) = (C E ata O) n=m+2k 
g0) =0 n=m+tk+1 
de (9 =0 n-m--ík 
1 
(0) =2647(-—1)#** mek m n=m+2k+1 


应 用 这 些 辕 果 及 Ps ME MAOTA 
() (mnta) Pst (0, 6) (3 — £2) 


x Í (1-97) 4m cos (2 OMEN) Pap (n, 8)dn 


= nnn bg _, (8) Ps? (8,0), n=m+ik. 


(8) — (m--9) = (0, 6) 1 — £&)* 


" x f (1 — 7) 4 sin (2099) Par (2, 0) dq 
= Dre] Pat _, (0) Pet (E, O,  n—m-rF2k-r1. 
Meixner (1951) 还 答 出 了 如 下 的 积分 关 条 : 
(9) f. exp (2:04 o£) 
x x O 6?) (1-9) (P.—1) T} Ps (m, 6)dn 
imac (E, 8) Pat (o, 0) 
QO) azm (0) f’ P3 (eos 20949 (er) Pat (4, 0) d 


CL D 87 (nem)! (a 
in! (n —m)! 

4E (10) hep, xr H cos 的 意义 同 16-10(2). dm j—1, (L0) 3309. 

所 有 的 都 正确 , dm 7 一 %, 3,4, 则 只 对 充分 大 的 上 正确 这 二 

式 可 根据 下 齐 事 实 求 建立 , VER bo 及 1 RR 


—3) Mn gndY(£, 8) IP (a, 8) 
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16-10 Gt N olg tah Fe, Pbk A OU ES, 
APLAR UL WERK. (RET R RRE £— 1 EORR, 
因此 必 为 STORE. 此 时 的 数值 因子 可 以 (E — 1) Hm fe 
(9) 的 两 边 ,全 E 1 TILIA (7), (8) 及 16-12 (1) aE f (10) 
WHE F, £— oo MAURER SI RT WEE OO. 

应 用 Legendre UNE MI IEZERE EC, BD vf AARI TA JL Gi ECHT 
APH 3 AIL HRB. 例如 ,内 16-11(4), 16-9 01). 及 
Legendre MAY TE APER MME 3-12 (19) A (21) PTR 
GD f Pst (a, 9)PrG)de—0, du l-n o fetch 

f pst Gs Pr as PEO nim 
QC Das) (nm)! 
tig (n— m)! p 
其 他 的 积分 公式 可 从 16-10 (2) 那样 的 展开 式 及 其 各 种 特 狐 情形 
与 极限 情形 中 导出， 在 (9) 及 (10) 式 中 , tok a, o, E RRI i 
可 避 求 得 几 个 重要 的 积分 式 , 另 Meixner (1951). 

大 已 类 求 得 的 一 些 包 数 及 稿 分 式 中 ,可 天 出 许多 展 为 球体 波 
画 数 级 数 或 球体 波 醒 数 之 积 的 圾 数 的 展开 式 ，(11) 式 可 以 看 作 是 
PP (x) RO Ue ERB Hy IC Fourier 系数 的 公式 ,因此 
可 得 展开 式 
a Pre) =È lH ait, © Pets (us 0) 

这 一 式 也 可 以 看 作 是 公式 16-11 (4) 的 反 演 ， 同 理 公式 (7)-(10) 
也 可 以 酒 作 是 这 些 积分 关系 的 核 展 为 球体 波 画 数 般 数 时 确定 其 
Fourier FAAA, A, Meixner (1951). TAR, BRIDE REE 


TECK ETC HE FI ERIK EBEN EFF, Meixner (1944, 1951), 
Leitner & Spance (1950). 


如 ?一 0 一 2m r—-0,1,2,-- 
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Me xk Ut ER Re 


16-14. 拉美 波动 方程 
BAHR 
i) At Ln (2, k) P+ e? E? [8n (2, E) 1314 —0 


EX Lamé ZZ AR BD DER. 如 0-90, DREHTE 
为 Lamé Jj 15-1(6). 4riX— ir , Hi 85 08 Be a HOS Tid 
样 的 模 k, 根据 15-1(6) Pan O< <1, 15-1-1 Bids Di ZEB xk 
Ree, MHRA Im 2—0 wx Imz-—K' 或 Rez 一 及 的 那些 = 
fi ABBR AER < MOTE TES ERE CL). 

作 变 量变 换 
(2) snes 
邹 可 得 Lamé 波动 方程 的 代数 形式 ,这 一 变换 把 (1) 变 为 

Z 一 2 . "ER m 

o rer ra) = = = p 479- 
TERCER 15-2 (25, BI RIA (1) ay Weierstrass Al, (RCH 15-2 (4), 
WERZA, A A= (2), heb fO SEE 1, mz, en 2, dne, 
‘enzdnz,snzdnz, snzenz, W snzonz dn 2, ny Jj 15-2 (8) 
H VI 49553 ISK, ELE (3) CR Tte bt 

方程 (3) 具有 四 个 奇 点 : x0. 1, K7? BEDI, KP 
指数 是 0 及 % ii x co 出 是 一 不 正则 再 点 ， 闫 于 具有 不 正则 
A NO Ee lie FR, Ince (1927, p 417 82. 4Eff— ER de 
瓯 的 周 园 , 有 解 可 展 为 老 胡 数 , 极 像 Heun 方程 ( 见 19-3 Ei) 的 情 
JE: 但 在 不 正 肌 奇 点 的 周围 刚 不 存在 有 和 这 样 的 收 敏 展开 式 ， 在 这 
和 媳 奇 点 的 附近 ,有 如 下 的 形式 展开 式 : 


160 高 us EE NE NE. 
(4) eriet e per 
a 


式 中 Exo, (1—1) ah (21) (KIERA, Ince 1927, § 17-53). 
IERI EEG AR aS BI x HEBEL > co 时 ,定位 
MERGE: Ha 3s (3) 的 解 . 

为 程 (3) 也 可 以 用 不 同方 法 若 感 为 合流 型 Fuchs AH, 
这 里 , 可 以 其 有 5 个 正则 奇 点 的 再 程 为 出 贰 点 (Inee 1927 § 15-4), 
也 本 以 共有 6 TEAM (elementary singuiarity) SHE AH 
点 (Ince 1937, p 502*) 

从 双 周 期 系数 的 微 秀 方程 的 一 般 理 论 (Ince 1927, p 375 ff, 
Poole 1936, p. 170 #.) 可知 ,方程 (区 具有 一 个 解 

ul? 
(5) t(D) em ^E) o 
| ^ (zg) 
AP c RM SPADE, KH A, k’, 4, o; P(e) BWA, 
周期 为 2K, 2iK'. (FE OAD RAPEAN o HRS 8 eS 
的 关系 式 13-20(1) ]. ER 


也 是 方程 的 一 个 解 ,从 全) (6) 及 13-19 Binede 8 HTEUEIB, a 可 
AREH EES, A IK 27K’ 的 整数 倍数 . a 的 一 个 可 能 值 
WEE, ^ 就 可 确定 ， 

一 般 , Uy (2) Sul 2) ARE, (1) 的 通 解 就 是 (5) 及 
(6) g— ENEMA. MU us (2) = Eu — 2) 或 


eg (55) os (5x) 


* BART p 392 — GUN 
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B] XE— PIE. Ab zoo. MUA § 13-19 poze 9 可 以 看 出 wy 区 是 
6; (v) i97 SES FG AEE T, a mK aK i Arz—K, 
RIM, 8 13-19 nde 8 可 知 e*^K — 41, 因此 ,在 这 一 情形 下 , 2 Ke 
n'ai, X& SE RR aE n —»'. 出 此 可 知 ,在 例外 情形 下 ， 
SRE uo 总 是 * WORE Be we BF BK, to EHI Kj = ey), 
ug {e+ 2 Kt) — tulah Ab, 2K A 2K" Fetale) EN RE 
HN, Ea- BIBI DORÁS CO 的 通 解 , 应 构 作 一 个 第 二 
类 (或 第 三 类 ) 的 解 ， 
根据 16-1-4 节 可 知 ,在 酉 球 波 夯 数 情形 下 BB) R CO) 的 
边界 条 件 与 多 球 鱼 和 和 本 数 情 形 中 的 一 样 ,这 就 是 说 GR 151-1 
Wi) ,从 风 球 波山 数 的 观点 束 看 ,唯一 重要 的 情形 就 是 五 程 (1L) 具 有 
一 个 解 , 它 是 的 双 半 期 而 数 ,周期 为 4 区 ACK’. TER EE? 
所 说 的 例外 情形 . 双 周 期 解 us (2) 称 为 第 一 类 Lame RMA. 这 
样 的 一 个 解 存在 的 条 性 有 二 ,一 是 4 上 的 条 件 , 另 一 是 上 的 条 
fk. 莉 定 了 [在 波动 方程 的 情形 F, o= (a? — 59) Er], MER 
件 可 同时 确定 及 ?的 特征 入， 
SERPS Oo PA o PE, Ae k EL RUE qe dp. 当 
e — 0 Wr, I REEF Lae 1), 2270, 二 属于 每 
一 个 和 WOT A B5 32 十 1 个 特征 值 , 和 这 是 局 于 Lamé £d ax OR 
$15—L-1!85 & ARE. SER, w 一 由 了 的 特征 值 部 是 逃 
化 的 (或 多 重 的 ) :这 一 退化 在 @w 天 0 时 消失 [其 中 ratt1932, p 61). 
dm EG ARMEE, B] uy (是 第 -- 类 Lamó Ei. FRM 
TE Ei CR ae AS Fu (— 2) Rule) BEER ER, Ei 
w J& 2 ROS BR Ay ERG, 315 75-1 及 16-4 他 的 同 料 方法 可 以 证 
BH tw 也 是 2 一 KK KeKK: MRR ay ee, 第 一 类 Lamé 
WYRE 0, K, K+Ki 上 的 守 称 而 分 成 8 类 ,每 一 类 下 
KERE EPICKI (0, EO, CR. KAK") ASSP BORE IE. 
对 于 这 种 范 数 , BENUTZER ER, ALS EC — 1 56 S nu 
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Eines 

像 在 15-5, 16-4 节 中 一 样 ， Lamé 波 国 数 在 2-0, K, K-HiK' 
上 的 性 质 可 用 以 建立 区 间 (0, K) (K, K+ Kt) 上 的 入 多 Sturm- 
Liouville PRS, (4015-5 季 中 一 痒 ,每 一 个 Lamé RHE 
个 Sturm-Liouville 章 题 的 公共 特征 西数 ,这 二 问题 各 属于 区 间 
(0, K) R(K, K--K'Ozc--. oF ap 7 Sturm-Liouville H] £8, 
PFF Ed EUR ARE RIM! IRRE, Æ 
Tbk Bey eg Fe Eh AI REA, Dame oe he 
BASIE SE RE RL Al Axe Sturm-Liouville PARAS 0, K, K -- Ei 
上 的 对 称 性 质 中 推出 ， 

对 于 Lame HHR, RER 不 知 有 积分 方程 , 但 Möglich 
(1927) & ILES UE GR RICO BALA ER JA 16-1 (21), (22) Fen 
N WB, Y) = B(6)CQ) 

Ta 2 RO 75 ER 

G) (eme nn 5) 
+ ío?k?[ (en 8)?-+ (sn 03)?1 - ZHP —0 

AR (8) Xe — xk EJE ROSAS: (Ei, 151-1 Bit) fk 25 BBR Hi QE UR 

Hr. 变换 为 15-5 (45) i] Abs 加 6 ELS Pe (8) 简写 为 

N Ly, =O. 

ALE RE 

(10) exp [ix (a sin & cos f A- y sin # sind’ +2 cos 0") ], 

ta", d AE, d (LO) Ra BPR, 因此 是 AW +t W —0 

的 一 个 解 。 应 用 15-1(8) Je 15-5 (45), HA 二 (a? 一 7)Yix, (10) 

2% | 

(1)  K(0, à: 4, $^) —exp [fée (k en a sin 0 sin 0' cos f cos o 


k 
+i pena sin 8 sin 6 sin $sin f -idn a cos 6 cos 0) ] 
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Möglich FA ,S TEEN os K 满足 
(12) (Lig — Ls, ,) K =0, 
FEJA 15-5-3 Æ 16-3 各 中 的 同样 方法 ;对 于 每 一 个 固定 的 SE 
了 下 烈 积分 二 程 的 特征 夯 煞 ， 
(13) l f i K (0, 50, PYG, sin O db! dd! — MP (B, p) 


“HPA DA 15-5 (45) 的 坐标 0, PEAY ARI PLEA. 

Lamé W Seas RRL LET Sen ER we EE TE 
c) — O Is Het 2o ERE ER TER, E, PTS BR T UE EH eH 
Lamé WERD, BEARER TIARA BENOIT o 
ARME XI BEES BRR (A Strutt, 1932, p 60 ff). 

Möglich (1927) 用 不 同 的 方法 展开 了 积分 万 程 (13) 的 核 , 并 
o LS SERE (ASHE 0, EK, EK EE, NH DRARTIRA 
Lamé KRETA EEE LEN 
BE HER EN IT EFT A, Lamé Uk Ed E HR Xu ze Be 
k'-1dn z 的 Legendre 图 数 的 般 数 展开 式 GEA AY B BA E EC sn z, 
kgna,enz,kk' !onz K doz), AR Lamé ER i Be OH xk Ti 
Bessel EXE 16-9 (6) 的 报 数 展开 式 ， 后 面 的 几 个 展开 式 可 用 以 路 
at Lamé (WEE 2 cK' Bj pss. 

在 展 为 Bessel MMB Y Möglich EFA P, 如 以 E^, 
^ 4—8,8, AACE (D. (Möglich 求 得 了 9 的 般 数 ,他 称 之 为 第 二 
sah, 16-1-4 Echt B JE C 是 第 一 类 Lams Wk Hig, Mi 4 则 是 
第 一 淆 或 第 三 类 Lamé PPA, MEP BLE XE ee 
的 办 部 或 外 部 而 定 ， | 

SERRA EE BPE, Malurkar(1935) 及 Mög- 
lich (1927). 
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RER EH ftr ds Mer 
—PEBHJCBK, SUPE ETE ES SEF TC Bie Be 
Be SRP E SEGUE TAS Fs BBS, of BE Hl dC 
BUR tpe LAA EAEE. 

ArT AACE PES mA o9 PY, AERA — 4 
PRASP IER MEIN ER, Ha RE B8 dE 
a, E L. E. Dickson (1919-1923) 的 著作 为 最 重要 的 来 源 . 各 分 
iis AF A an PF: 

17-1. L. E. Dickson (1919, vol. D; Hardy & Wright, 

1938, 1945. . 
17-2. MacMahon, 1915, 1916; Hardy & Wright, 1938, 
1945. 

17-3. L. E. Dickson, 1919-1923. 

17-5. Landau, 1927, vol. I, 

17-6. Landau, 1927, vol. I; Hardy & Wright, 1938, 1945. 

17-7. Landau, 1927. vol. II; Titchmarsh, 1930, 1951; 

Ingham, 1932. 
17-8. Landau, 1927, vol, I; 1909, vol. I. 
17-10. Landau, 1927, vol, II. 


171-1. BRE CHECEÓXMSEEISE B 
lT-i-1. FERED 
Era Hu Free: 


Cis nisl 


Ps Pi Pal 
9, di qa) 


之 ， 开 
? F 
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RAR TE BEC (RE HRE). 
Han m ESOS n 
dem m (ERR n 
FOR m, n 的 最 大公 E Nod (m. n) = 1. A mon 
BRL HA. | 
过 % 的 所 有 (下 的 ) 束 除数 d 的 和 或 入 . 


IAS n HAN m 的 和 


RPGR, ORT 1 SERS CHA BR > 1 
的 数 ， s 
过 所 有 质数 p=2, 3,5, 7, 11, ++: 药 和 或 积 


(1) = pe pg 。 per 
AE n ERTEILT. 


+b a a 


ERY n—1 ZH, RMR 
G) &>0, a, >0, ea >À. 


vn) 
P(x) 


$n) 
Fy (2) 


d(n)- M1 
d, (%) 


d s 的 不 同 摘 因子 的 个 数 ; (D — 0. 
dtm Euler BR. BES n RAM RAT noB 


nano 


= Z2 m^ d (n) = h(n). 


(mnai lemen 

K—1,2,3,--- dk Jordan PHAR, eek DP <n 
的 正 蓝 数 (相等 的 或 不 等 的 ) ROASTED BE A D PB, 
jk k 个 正 整 数 的 最 高 公 因 数 与 n A y(n) 
一 个 普通 记 法 是 (a). 

表示 n 的 因数 的 个 数 | 
k—3,8, 4, 表示 把 n RA k ARA APR 
OGTR, Fe THIET i dodo 
ERER, 


168 x E NE NEM NE: 
(3) “=? d* 


Sek» 的 因数 (包括 1 Re) wk KANN, 
(H) din) =d, (n) =o, (n). 
RRRA oin) Sea amn). 
下 面 的 定义 关系 到 n 的 标准 表示 式 (1). 
(n) Xem Liouville Eft. 如 % 具有 标准 表示 式 (1)， 
A) —1, An) = (—1) aoe, 
Pn) dex Móbius gift, MA) -- 1, p(n) = (— 1)". Au 


Oy — Gg = rag, —1. ZA Kin)=0. 
Ar} AR 0. BR dE no p ECCE dE B We Jj. ger 
A(n) —log p. 


A | ALISA EOS n EAER (8) , STATE 
Beam (a, m) =1, 4f 
(5) fQDf(m =f (mm), 
Pk — BECO te ES EE. A ms RE F0 7 (m 
MEME 

TE A- Bi CIS DEC dU REUS PROC RENTE 
所 有 正 整 数 n EN f (n). 

17-1-2. BRAÄRSRER 

An ^ rl), BI 0) —1, 7,0) = 1, ff EET 
nol 
(60 BR =n -p G- pl) 
(Tn) =a'G 09:50 p") 1-2 
(8) din) = (a, +1) (a; --1) --- (a, +1) 


part —1 p+ 
9 No 
S) mos 得 一 1 pt—1 
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对 于 一 个 各 性 函数 了 (%), 有 基本 恒 等 关系 
EO = IL +F) +(e) +--] 


AREA f 3 REOS REN E 8 , eE R RE RT VES Rc 
(3, Ek 25 dE Be ay Euler se fü. min) E SE Se AE US XE, BI 
1f) fm 十 … BF, FE 


È r@S So) RARER. 


将 基本 司 等 关系 应用 于 完全 稿 性 画 数 n Fe LECHE kE 
WEL, FLAS Riemann“ HARTE. l ERRE 
17-7 Sn, FANA ERAM. 


tos Bars G= Rest 
(10) i 5 => B nn Re s>1 
be-i) _ m o 
0D Cy -X pinn Re s>2 
gas) m 
HORS 三 xD> Re s>1 
cs) » 
Tas)” 三 jain) |n Re s>1 
(12) EE x Py Re s>1 
a3) [f@)]'= È AOLE Res>1, k=2, 3, :-- 
KOAN - | 
(14) E58) = à 0)» Res>i 


as) C(s}C(s-~k) = > c, (n)n^* Re s> max (1, Rek+1) 
awl 


170 m s da omo 


tti -a)t(s—-b)ü(s-a-b) e o, o inn- 
L(2s—a-b) =} cin) af ) 


Re sz-max [1, Re a--1, Ro5--1, Re(a-4-5) +1] 
a» REGI Aa(1t5)- E tasty Pa 


Re s1, k>2, 


(16) 


AP P ex Legendre PAALA $3.6. 2), 
NON , 

(18) iG) X A(n)n *, 
ERBE RER s TB, SER IA). (16) 系 由 Ramanujan 
所 发 现 , (17) 由 Titchmarsh 所 证 明 ; (16) 由 Chowla (1928) writ 
出 . 

BA 00), (1, (12), (13), 014) (15). (16), (17), (18). 左思 的 
画 数 可 以 当 必 是 右 侧 的 n7* 的 条 数 的 母 画 数 ,因为 有 下 面 的 引 理 : 


171-3. KARE 


PHC (n), P), Ji(n) ABLE ERE, FL 
(19) E A(d) =log n. 

Bj EE din) 及 ein) 用 Möbius BC i Ze XK (BR fk Dedekind- 
Liouville AL) IRR. 设 f (n) 对 所 有 的 1—1, 2, 3… BMH 
= 
(200 g(m)= 2 J (d), 

Bi . 


G1) f(m- Ze@s(;) 


Bre ARRA 11 
AZURE. Fa: 


eD n= aa), dm) = $n. 
Mobius 反 演 公式 是 下 式 的 一 个 扒 葵 ,中 
[0 anal 

e» FeO en 
3X — AA, A Rake PEL: 
(M) Fe) = M mmn F ma), 
Au 
(25) (a) = x m fF nz) 
其 中 F(z) 对 所 有 2z>0 ER, eo B, I] =O (x), A 
Re $28, 4-2. 

3 —A4 BOREAS GL Hardy & Wright, 1945, 第 16 T) E: 
下 而 的 态 程 中 ,其 任 一 个 是 另 一 个 的 推 葵 


x] Iz] 
= 2 F(Z). ro-ZEe«99(2) 
式 中 2 是正 的 实 变 数 ，[z] wem <e ARR, Jan cl, MR 
的 和 正解 释 为 0. 如 对 所 有 的 x 有 Pe) =L, 则 得 E. Meissel 2 
A 


P» iem) [z] =1. 

Möbius KASS RHEE LE Cesáro, 1887; H. F. Baker, 
1889; Gegenbauer, 1893; E. T. Bell, 1926 |, 并 用 以 作为 算 帘 积分 
和 微 和 俘 的 定义 , (890) 式 中 的 g() 称 为 了 (mn) 89 TAE LR L. E. 
Dickson, 1919, 4 — Jp, 14 章 ]。 ^ 53 9 ze (6 03 — XR HH 
Rademacher 提出 ,并 由 R. Brauer (1926) BER, dn P: 

d m m 
(26) dm) > ‚Sa “(ren > de (3) 


dim, (ad. nj= d|imsn) 


172 Se m 4o m x 
对 于 Ó SVO 


(27) EC — 146 (d) = i j ina 为 区 


r—1 
G8) Y $07) 1071 pares +| ?| 上- 
4=1 


其 中 7 二 1,%, 3,…, [c] RR «c 的 最 大 整数 ， 
(29) = (afd) by (d) = 1*-E2*-E an k=O, 1, 2% 0° 


(30) giin) = VS npin) n>1 
(31) 2 3 a/d pd = { 2 (n/d) (d) * 


(32) im DS LED + 6003 


(83) lim inf (F8. log log nme" 


fios 


AH Y 34$ Euler a, Davenport (1932) & AEM ?一 co, 有 
d.) m Ty i$) +O0)} az 


HR a0 RR TERN. 
BA ten) HER TEES 
(34) Kr) = M giTim/n 


Gn nel 

XO RUE 4(n) 是 1 的 % 欢 原 根 之 和 ,或 是 满足 下 壕 条 件 的 数 P 
的 和 , o^ —1, 得 如 1«m«n, RJ Pl. SEHR e SE FX 4 Jh 
式 的 根 : 
(35) knla) = Ir (et — 1) re ® 
这 多 项 式 是 b(n) 次 的 ， 

TENER EG; Landau (1927, 第 二 册 , 8E 7. 33) 及 Tit- 
chmarsh (1951). 3% 
(36) M(n) = 21) +B (2) 4 Ge) 
HIT 2-96. 有 
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(37 Min} =O [^ exp (= ve | 


log log x 
其 中 4 ESB. X-RAP ee: 
Gs) > D =0, 


net 


Riemann 的 假设 (A 17-7 BD? EM BRA 
G9) D ulna” 


对 所 有 的 s, Res >to Wem asc. 
HT AR) RET (38) 的 公式 为 
(40) 540 4 oe lí 


Hp Y x Euler KM, EX FL 1-1(4). ATZE Kienast (1926). 
甘于 下 面 的 cin) E din) a9 EW, m Hardy-Wright (1945, 
第 18 章 ): 
a(n) =0 (a log log x) 


—2Y, 


9 (1) 4-o (2) + --- tom) =a z^n*--O (n log log n). 
存在 有 一 个 正常 数 A 满足 条 件 


OB 4 
lim sup {o, (n)n7*) =L(a) a1 
lim sup em) | =g" 


nee 7 log logn 
(H Gronwall, 1913). F — 1<a<0 iE RH, Bellmann (1950). 
” Vaidyanathaswamy (1930, 1931) BACH 


mm) D a (Z)or( 3D, 


dltms ny 


G. N. Watson (1935) EI, PT TI n HR, musa (0) 可 
HE- EERE k ERR. 这 里 所 说 的 “几乎 所 有 ”, 其 定义 见 17-32 


174 高 d Ho XA 图 X 
节 的 开头 部 外， 
如 e0 任意 而 不 变 , 旭 对 于 所 有 充分 大 的 ns 常 有 
a(n} «aom log n/log log ”, 
而 对 于 n BIER, 
a(n) 9089 log nlor logs, 
MF oe, 

d(1) -- d(2) bees d (n) =nlogn + (2Y — Pnt Olat’) 
其 中 Y 3¢ Euler 常数 . Wy dId(n)] 及 有 关 间 题 见 Ramanujan 
(1915). 

Titchmarsh (1938) GITAT n 很 大 时 

di CD) +4, (2) Hr di(n) 
RIETER. 

如 Q(u) FEAR ARBRE DI PBR RAR mL] 

PR, lemen, AMF nw, 有 
Qn) —5n/a? +0 {ny}. 

SUN HS SB — Fe Bellmann 及 Shapiro (£048) SEM: 
Bi n, $(n), o (0), din), 2* (9), (0) 都 是 代数 独立 的 . 

Schoenberg 研究 了 算术 画 数 类 的 渐 近 性 览 . 关于 加 性 算术 夯 
ah, Erdós Wintner (1039). TAARA E. T. Bell 
(1930); D. H. Lehmer (1931). 


17-2. 4 $$ (Partition) 
17-21. 能 村 和 定义 
SALA 
{I} a=b (mods) 
Sean a 一 b EHEN ERS 


#@ {a}. rl, 2, 3, tt HERG- qe s. HENGA 
S 中 不 大 于 r 的 a, 的 数目 . wx 
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(3) lmr N(r)=ga 


存在 . 如 4 一 0, 我们 悦 儿 乎 没有 一 个 整数 ”属于 83. ma=1, Bi 


Pe 0r Bo 9 c5 7 


203 c 04 t 0 er 


G) n-m,4m de tm k—1,2,3--- 
Fy n WARK, Hy p(n), 此 处 

(&) mm am, 

如 无 受 和 限制 ,使 

(5) k«l 

MRPHE n ARRS FA RE Rar pn). dm m, th SERE 
Hl, m<N, 期 把 n Re P PUR EN ARR RS ON 的 
PARAL Dy, n(n). Min 分 感情 数 个 不 等 部 秀之 分 拆 数 记 为 
E (n), 把 1 分 戌 奇数 个 不 等 部 分 之 分 折 数 杞 为 U(n). 


17-2-2. Sp Pease HR 


ge Pin) n 的 某 一 类 型 的 分 拆 数 ,而 且 衣 ,对 于 充分 小 的 
|z|, ERS 
(5 X PG) -—F() 


cic, MRES FC) 称 为 枚 举 P(n). KEBEN P(0) #0 
的 情形 ; 因此 P CO) MEAST FO). TER: 


(7) È pwes I -eh PS 
&) ¥ palmar I- "PS 


关系 式 (8) AM: Pm (n). 也 就 是 把 分 为 不 超过 m 的 部 分 的 分 拆 
数 . 我 们 同样 也 可 上 以 证 明 把 BT m 分 的 分 拆 数 等 于 ?分 
成 若干 部 分 ,其 最大 数 答 为 m 的 分 折 数 . 


176 高 Z MR NE ME: 

FPR SES ERRETAN F (2) 的 恒等式 形 
X. RENSAIERBTUTRE: F(a) ell eS TEE 
TERI IUS; HER LA RO it INT ELI Dr m A RC. 
Pa: 


(9) H Atem) = LES 
ao Tate) = fa an. 
Euler EX: 
= 
(41) I (ath) = 1+ > (1-35 ü-7a5. 0-5) 
grt 


a2) I (1+ 27*) 一 工 十 > a-a i) 


as) Hate Fazer 


(14) I (1—29)7-14- > (1-2)? CETHE "(1 ar)? 


v 


(15) YW a-25- E (entem, 
kel 


EINE S 


Jacobi IEEE: 


(16) TE {0 a) (1a?) (1 tate} 

k=l 

=1+ > ar (re) = > gnum 23:0 

am] the 
an fpra-eea-senje Y Cans. 
a ç Mniatl) 

(18) n a) Este 
(19; ii (1—255-— > (—1)*(2n +1) chy, 

k=1 ncü 
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(20) II Í {1 _ zit (1 — phir) a — axti) } 
ken 
— 5 (1) rannte, 
m=% 


(21) u { (E — dt) (1 — #8) (3 — 25645) 


Lg 


一 > ( C A)ngM nnn 


m=— oa 


Regers-Ramanujan 恒等式 : 


(22) Ul { (i — ade =i (L E girti) Ti 


“i+ LUIS) dee 


(235 H i (L — bee) -1 (1 — pitts) ^H 
E qm) 
IH N Da 

恒等式 (17) 至 (22) PLA (15) 可 从 Jacobi 公式 (16) 亲 出 ,出 
z=e™, r= 6"; (16) aes hault HH BRRAS AH 
是 0, MERMER st 0, BESTA Oe A 8 ER 
— (R3512 X), ,分 拆 问 题 与 模 形 式 之 个 的 关 柔 由 Rademacher 
(1940) 提出 ， 

到 区 (9 有 至 (23) 可 帘 成 好 拆 定 理 形 式 ,这 种 定理 的 例子 如 下 : 

ARO EN n BI HI— BIS IEXETRO 8 的 不 辐 次 方 之 
AI, 

公式 (10) 坟 上 明 站 分 成 不 等 部 分 之 分 拆 数 千 于 分 成 奇数 个 部 分 
PEEL, 

Zak (15) ZEA: 

E(n)—U(m)-—(—1)* gp n= lok (3k+1), 
#1, 23, 3, +++, m, 


178 高 & S RT 数 
E (n) —U (2) =0, 所 有 其 他 的 n, 
其 中 E, 口 的 定义 见 17-2-1 ép. 
ORAWA Fm — n) 分 成 至 多 m 部 分 的 分 拆 
数 ， 因 为 
1 二 十 3 十 :十 217 一 11， 

Sy AWARE T n SREB m PIE 4 前 部 分 之 和 的 分 拆 数 . 
RE, (22) SR AB: n Ik 5m tl 及 5 十 本 形式 的 部 分 的 分 拆 数 
等 于 % 分 成 最 小 着 3 的 部 分 的 分 拆 数 ， 

FJ n 分 成 Ge 十 1， 6m +5 形式 的 部 分 的 妇 扒 数 定 理 见 
' Behur (19265 ; 这 一 种 数 的 源 近 苏 式 由 Niven (1940) H, 

关于 分 拆 理 葵 中 某 些 恒等式 的 不 存在 性 昂 D. H. Lehmer 
(1945), Alder (1948). 


i723. Bx t H 


下 面 的 关系 由 Ramanujan (1919, 1921) 提出 , 振 由 Darling 
(1921), Mordell (1922) BEDA; 
(24) p(in-+-4)=0 (mod 5) 
(25) p(in+5)=0 (mod 7) 
(26) pilln+6) = =0 (mod 11), 
这 些 关系 可 从 茶 些 恒等式 中 ve TA RANE: 
coy, 


(27) X p(Sn-+4) a= dir — ays" 


< -r 1—5)! 
(28) » p(in+S)a%=7 1% _ ae +49 eT : E ` 
对 于 p03n--6) RAE, AAEE A Hi Radema- 
cher 及 Zuckerman (1939) 所 发 现 , GHEARAN AA 
SEARED 13 整除 . 
Watson (1938) AERA 
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(29) p(n)s:0 (mod 7°) 
dn n — 152, Beh (n', T) —1, 2 b=2, 3, 4, ++, SU 24 i (mod 
728 人， 关于 这 种 类 型 的 结果 的 讲 论 见 Rademacher (1940). 

D. H: Lehmer (1936, 1938) 省 证明 

(30) p(599)—0 (mod 54), 
(31) p(721)=0 (mod 114) 
(32) p(14031) =0 (mod 11) 
从 此 证 明了 Ramanujan Agee qe EE — SE Rea I ALE 8 
BJ. $r p( 14031) EDS 127 位 数字 ,对 于 pin), 8I Hi Hardy -Bamanujan 
(tli ex, Co, 17-24 Vir es. 


17-2-4. BERTRAM 


Hardy 及 Ramanujan (1916, 1918) Ak 

(83) lim 4n 3% p(n) exp [>m (2n/3)4] - 1. 

他 俩 还 求 得 了 (n) QNI BUR , EEE O(n) 的 项 ;由 
TF pln) B-Ab, an BER Aa A $3 ME 
近 展 开 式 精确 地 算出 p(n). (D. H. Lehmer, 1938). 多 简化 后 的 
BE] A Knopp-Schur (1925). D. H. Lehmer (1937) 证 明 Hardy- 
Ramanujan fee ee aay, Rademacher (1937 a, 1937 b, 1943) 
RiT pO 的 一 个 收 化 台数 ,如 下 : 


Pin) = gs SY ADS T. A (nai) 
其 中 
fn) =n sinh [ (7) | 


A@= > erp] - hene A Fl-a} 


ths KP) 二 
latak 


ven) 的 一 个 求 和 公式 从 由 Atkinson (1939) jE. 


^ 
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Husimi (1938) 研究 过 Pa (1) 的 积分 表示 式 ， 

Tricomi (1928) 研究 过 p, v (2) 的 渐 近 性 态 , Brigham (1950) 
研究 过 分 拆 西 数 的 渐 近 公式 ， 

BIT AMT Rademacher (1940). 


17-3. PARETA 


BER BON ON THAN NEN de 7 为 二 次 定 正 型 
问题 的 一 个 特例 . 3629 — Ac 70 6 Siegel (1935, 1936, 1937), 
-Minkowski (1911). 将 » 22482678 5n px ab, np AREE — 
RRR k ROA. 关于 这 一 方面 的 许多 竺 困 
可 参看 Landau (1927, vol IL.) 
和 
Xon) 


的 计 值 (或 近似 计 值 ) 问题 是 在 & Reka ME AL B LH. 二 % 
的 情形 , 或 关于 二 稚 空 间 中 格 点 的 一 般 理 窒 , BY 275 Landau 
(1927, vol. ID) Raa 17-10 dis. ` 


17-3-1. 定义 与 中 法 


et b>? 为 一 不 变 的 整数 . 命 ren) 代表 n 308 k PS 
upra TAL EE 
(D medi eee 
其 中 Ld, RRR PM TA REESE. CAR 
示 式 ,如 果 宅 们 所 包含 的 数 Oa BRAIN RAGA HF 
不 同 的 表示 式 . Pm, n) 一 4 AA 2=V+VP=—(-1/PF +E 
= 1 (—1)?=(-1)?4+ (-1)® 现在 我 们 要 求 的 是 二 的 某 一 
Benen, dx d*, d**, d', d", d,, d, dys d, dg, d, Dy n BS 
TEENS, iB m PARTE: 
(2) d¥=1  (mod4), d**=3  (mod4), 
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(3; nfd'=1 (mod4), ^ m/d'23 (mod 4), 


(4) d,=0 (mod), d_=1 (mod 2), 
(5) die (mod 2), nfdi=0  (mod2), 
d,=1 (mod2), njdg=1 (mod?), 
(6) d=0 (mod 2), n/dg=1  (mod2), 
d, (mod 2), n/d,-0 (mod 2). 
FF ik 


(7)  E,(n)—Xd**-ZEd*", 
(8 Ej(n)=3d*~Ba", 
(9) A(n) = 2 dk, 
(9) Gln) =I dE i, 
(11) £(2)—2di--Zdi- Ic E d}. 
我 们 还 要 求 帆 图 9 BB AE ee ES AR Be BT A RR, Wt 
6, (u, c) (y= 1, 2, 3, 4; 09,0, T) = Qu, 7) ] RO (HE 
98 13 35), 116, R 0,(0, 5), a Heel. 于 是 


(12) g,— Ü a _ g") (1 EN q?*-1) 2, 


(13) 6, = 294 1 (1-4) 0+), 


as) B= TE a-g a? 


Pair] 
AJB fo 64. 0, BAITS PETERS ER BET AN RMEXN ER 
Almy, W (m), G (m), Am}: 


(5) 16 Y Bm) \y™= 04 0464, 
m=O 

(8) 16 $ W (n) qn— 61 0564, 
m=0 


(v) 16 Y O(n) g” =H OP Of, 


m0 


eee OR «P nr rR RTI 


182 m 4 E BH X 
(18) 16 > G (ni) q^ = GF 6$ OF (G3 — 01). 
m=O 


17-3-2. r,(m) 的 公式 


RMT TOI Ro ERA. 

Glaisher (1907) && HUY r4, (8) SE NEE 27-2, 4, --., 18 
WWE. WAR h Ramanujan (1918) 加 记 补充。 MeV oras 
Toor Tag 的 公式 . HT 222332, poe O(n}, Win), 80), 
€ (n) MEER EPR LAM. 【关于 只 包含 数论 上 
THEE ex Arp Boulyguine HH, H, Dickson, 1939, 
vol, IT, p. 217). 对 于 2 一 10 及 27 —18, Glaisher AAs OP hy 
包含 有 过 ” MENGE DEC EHRE BIS n R9 Dd Ee Re 
a+ib, 其 中 a, b BERE Re, A (a H- 07) |n. liie xx Ld EZ, 
Glaisher & (gi E, 173-1 €) 如 下 ; T 
09) y(n) = 42, (a), 

(30) r.(n)— (— 1)"71 8 £ (n), 

(31) y(n) =4{4E y(n) — E, (mh 

(22) n(m)—(—1)* 1165,60, 

(33) ran) = Bien), 

(84) ron HE) 804, (2n 4-1) --2Q (2n --1)], 


(88) ry (n) =A (04 Ein) — Een) +364 W Qu), 
(86) ra) = (717 15 (y(n) -166(2)]. 


ma KARR 17- i. ns 0) 的 公式 相当 于 精 图 9 BBC 
NZ EN 

Ld | Po kiia q” u 
en d-|€ cup 


m 


—1 +4 E [oem gn . 


as mel 


4 


—O———————— ——— 
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Fame HE ENR hE. Ao) 是 整除 
WER p eR. 可 下 为 二 个 狐 的 平方 之 和 的 充 要 条 忻 
3j; k(p) 应 为 偶数 ,只 要 p=3 (mod 4). 
公式 (200) 等 价 于 Jacobi EEA 


(28) aci X f= -ti = (loa 52) 


=1+8 > {ng™™ — Ange), 


ta m=L 

xxn FY ikibin T: 将 % RAN TERZA SF TEE Tr 
的 因数 之 和 ,这 些 因数 均 非 4 之 倍数 . dm n Fra, HSE 8 s 
Cn ^ Ale, HOS 24 £5) FR AB A. 因此 有 Lagrange 
定理 :每 一 个 20 的 整数 7 APA POF PHBH, 这 出 表明 了 : 
对 于 所 有 的 % 及 天 一 本 D, 6 有 r > 0. 

ge a 

这 一 问题 较 之 表 为 偶数 个 平方 数 之 和 的 问题 要 复 亲 得 多 .7% 
zc B6 3625 — Tr "POS Cz nn SERE VERS n 不 戌 如 下 形式 : 
(39) 4*(8b4-T) a, b= 0, 1,2, +++ 
RF n KABA, Eisenstein (1847) AER 


(30) 7,(4m4+1) —34 > ( 
i= 


mi) 


. Zm+l i 
(31) r,(4m+3) 一 8 > (ma) 


其 中 (z) 是 Legendre-Jacobi 符号 ,其 定义 见 17-5 €f, 

dum pF TA SH NEL, Eisenstein (1847) 
提出 了 如 下 的 结果 ,着 由 斯 密语 (894) eR AE (1911) Jm bbc 
WA: 
(32) rg (n) = —80 s, —80 0, —112 a, 80 s. 


FRYE 
n=l, 3, 5, 7 (mod 8) 


184 ask a MEC NE. 
而 定 . 应 用 17—5 Suid be He HT SH 
u Bene m u Marg p . 
ED CE 
à $1920) BRERA Li. MOS 5 Bape AAS EC 3x (IR 
BBE 1 TREFFER) MID rS) 为 


G» aasian SGA ere 


其 中 

c= 80, 160, 112 
报 据 

n=0, 1,4, 2=2,3,6,7, n=5 (mod 8) 
ME. 


TF BE AY 09 EBL, AE YI E re(n), B, Mordell (1919 b), 
Stanley (1921), Hardy (1918, 1920, 1927). 


哈 首 及 雷同 尼 强 (1918) RB rn) fe k= 3, 4,5, 6, 7,8 
IS PSO) TSE FT AX. 
17-4. MEREM 
RAAT Ramanujan Ir tin), 2 —1,2, 3 
a X v(n)a? — a IH (1— eh), 
SPEARS ry (0) OE CR, 17-3-1 Q5) HARA: 


(2) = Tog (2H) —0,, (an) —2 04,00) —8[259 Tan) +512 v(n)] 


(3) = ra (224-1) o4 n +1) +2072 «(2n4-1) 


其 中 ou, (m) 是 mi ASA 11 RAHM, 01, 00) Ay 11 
XU: Ramanujan (1916), Hardy (1927). 
EPER, AE ea SEE (1916 b) 证 明 rn) FE 


LEES me MF 135 
EXA 171-1 80) ,而且 


e£ 


(4) Dra Tf tpt pp 


nc. 


其 中 Res>13/2, RAKHA p. AROMEN, N FA 
ip 有 
(5B tlp") = TD TP ~ pr le?) m= 2, 3, dyer’ 
KAS) al en v(p) E v() 及 2 的 多项式 ;这 一 多项式 由 Sengupta 
(1948) 确定 . 关于 
> sin) (r—m)* 
EIERN BR AL Wilton (1929) Br 17-11-2 Hi; 
其 他 和 包含 v(m) 的 级 数 见 Van der Blij (1948). 
Ramanujan fü], Watson (1935) SEAR: ren) 对 几乎 所 有 的 
n (EN 17-2 Gus PE) APT RE 691 整除 .不 过 , 正 像 Ramanujan 
Be, 7(%) HAAR RE BE 69L 整除 ,如 果 
j«n«5000 13-1381. 
Walfiez (1938) EM, HILFEN m. t(n) EJIE 
25.33.52. 7-691 
整除 .关于 x(n) 的 同 余 性 质 见 Wilton (1929), Bambah-Chowla 
(1947). D. H. Lehmar 44 
n< 214928640000 
By (n). 
Mordell (1917) HM 


(6) iX or. 
WRK f(r) ENT -TRUETHBSAA, T: 
m Prane I taro e pt] 


3x— Zst Ramanujan FAIS). Jin A Ee N Rankin 
(1939). 
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17-5. BLS HLS 


ZEEP, P pu Po RAU, v o SATE MRE, 
RER Ic MBL RAI er (mod n), dm 

4 

(1l)  z'sk (mods) 

具有 一 个 整数 解 z 对 于 所 有 的 二 0, 41, 上 2, … 及 所 有 的 

u=1, 3,5,7, .…, 我 从 定义 Legendre-Jacobi 符 导 (=) an TF, 4 

«=p 为 一 奇 质数 ， | 


& (Z)-1 m pk kee (mop), 
(3) (5 )- —1 ju pk, Hk AERIS (mod p), 


(4) (= )=0 dm plk- 
ir u= p p.p. 是 ? 个 奇 实数 之 积 ( 不 一 定 要 互 不 相同 ), 命 
e (2-000 CD 
dm w, ER, 06 v) =1, E 
(6) (: Xy (—1)083 000-0 
(7) (= jenes 
(8) (5- (—1)v-n^., 


(7), (8) 表明 :在 而 且 只 有 在 p=1 (mod 4) BY, —- 1r EcL 
4: (mod p) ; 在 而 且 只 有 在 p=1 BÀ p-7 (mod 8) Ay, 2 FE 


Ee TE a a e arie = e o ana e e 
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次 剩余 (mod p). xri (7) o1 eut: 只 有 在 «ou tma 
k FETAR (modu). 

Legendre SRH T yz AR ee ee ETE 
— AH, Yew Hasse (1930), 

J&cobsthal Fi. REX s Hgg X Jacobsthal 和 如 下 : 


BT) sns 


n=l Ë p 

ae FE p Hy p= 4 f+, 此 处 f HER. M p= a+b, ab 
者 是 整数 ，Jacopbsthal (1907) EHH 

(0) a= P(r), b= 4, (n), 14 6,(—1) «14 (p-3) (mod8), 
SEs + RES ARS, n 表 任 一 二 次 非 剩余 (mod p.). Schrutka 
(1911) 及 Chowla (1949) # Hj J n—6/--1—2a--35? fy 2 f 
So. BG ATER Rb Whiteman (1949, 1952); E. Lehmer 
(1948). 


17-6. =SmARAKRS 
Gauss Jn. BE ”为 一 正 整数 .对 于 健一 整数 m. 定义 
1) Sim, n) = 53 exp (Zair*m/n). 


如 (n, ^) =1, Ry 
(2) — S(m, an) — S Gan', n) 8 (mn, nl). 
Wr m= 
(Lòn ig n=l 
nt dg n=l 
(3 Sü,m— «uci (mod 4). 
ins du n=3 


rer Ai, E (m, p) =1, Al 


188 a dk dmg dx 图 数 


(4) Sim py= 5 (5) exp (^ zuge ¢ jsa, p) 


(2) p 如 p=1 (modi) 


/m 
m ipM = 
(=): im p=3 (mod 4). 
其 中 (=) oy 17-5 Ghee Way Legendre 符号 ， 
Ramanujan 和 s V X 


(60 eim) = , ¥ exp (2zir m/z), 


Trın)=l 
此 处 和 和 式 过 数 了 一 1 2 (人 一 1) rm (rum) s 1 exea s 
合 . 应 用 Mobius Wk (A, 17-1 Gr) 


M exo E (3) 


din dm 
BhA AEE AAE [6] 093 88:8. n Km MEER d. m (n, a) — 1, Al 
(8) Cay (m) 一 n Un) Cyr Cit) ' 
包含 cm) 的 一 个 和 式 为 


(9) E m7 c, (m) = ~ A(n). 


kc 64 WE HB Hölder (1936). H sy Hj Ej Ramanujan (1918); 

c, (n) FEB EOS ROME ARR E HAKERA Carmi- 

chael (1932); 关于 Ramanujan Mist Fi, Wintner (1942). 
Kloosterman jf, me n2l0239— EXE RE giro 4E— ER, 

O<r<n, f (rn) =L. 则 必 存 在 有 一 个 唯一 地 确定 的 ?满足 条 

件 

(10) O<cr'<in, rr'=1, (mods). 

对 于 整数 vu, v, m, Kloosterman 和 定义 为 


(11) S(u,e, 2) = Y exp er to) | 
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Ja (n, m) —1, fj 
(183) Su, v, n) S (u, w, m) = S(u, om? + wn nm). 
TY A248 Kloosterman(1926), Atkinson(1948). 推广 出 A. Weil 
(1948), Salie (1931), D. H. Lehmer (1938), Whiteman (1945). 

推广 Gaus 和 各 在 许多 方面 加 以 推广 AP Re 
Zim EE E Siegel (1935, 1936, 1937, 1941.). Hardy & Little- 
wood 全 应 用 如 下 形式 的 表达 式 


(13) z exp (um r) (m, n) —1 
其 中 万 是 > 2 Burm EM Waring ERSTER APR BC” (Bn 
WS BGR (Ee es k XE ZA); Rh Hardy-Littlewood 
(1920; 1921, 1922 a. b, d, 1925) 。 这 种 著作 通常 标 省 为 Partitio 
Numerorum. :f fi, 24 49 44 = 74 A A, Vinogradow (Busorpayos, 
1939, 1940). 


17-7. BR Cee 5S MAIS 


这 5 为 一 复 变数 .对 于 Re s>1, RBC ER 
(0 t@)= Sin 


是 s RST, Bkh ES 
(2) =] ap Res>i 


p 
Sr ROTEL PUR PEDE p= 2, 3, 5,7, u MERK 
© tek zs £j. ii 
EA Le) 可 以 解析 开拓 ,到 处 单 值 而 正 旭 ,但 * 一 1 为 例外 ,此 处 
L(s) 具有 一 - 单 概 , 其 上 的 留 数 为 1. 方程 (3) 还 答 出 了 
(4) EO) = bi, t(-20) 29, CU — 2m) = — Baf (3m) 
He an = 1, 2,3, ++. H. B. E. m N Bernoulli (A 1-13 ei). 


190 . Bk m9 m B ox 
Eis) FE s —1 的 号 城中 的 Laurent $23 @ 由 Stieltjes $6 R, 
有 
= F747 (0-1) 46-1) 


rp "3f Kuler AA (A 1-1(4) ]. HF k=, 2, 3, ++ 


. 2. Clog e)* 1 
Yu tim | $ CE Z ) 1 log n) 


nc 


{A Hardy, 1912). 
BG) ARE 
(5) Ele) —2'n'7 sin (lg ss) (1—s) L(E — 8), 
(6) (1—8) — 21^ cos (ims) (5) Cs). 
C(s) fi s— —2, —4, —6, … FMAM REARS. 
HAH, Se) ER T 3X 2€ 25 EC AR AIR OL Res cl 的 外 
BRR ROB ESL SZ , BPS S TESI P. TL 


e^ s 
le) 
KRRUMERFAP H 
(8 b=log 2a —1—l4Y. 

Euler 常数 Y EN 1-1(4) X. 
tah ATE BK, s Ho it, 
Osce, Iacy= |t!, c>h>0, y>h>0 
A(s) —2'n* sin (kurs) (1 —s) —Z(2)/L(1 — 8), 
RU ` 
(9) LG) =D wt Ae) B nO (a) HO, Ey), 
这 一 方程 称 为 CDH. (9) 式 中 的 0 项 可 换 为 条 
EATARRA [7| 75 的 荞 展开 的 渐 近 般 数 .上 见 Siegel (1931) 
及 Titchmarsh (1935, 1951). 

HBC 
10) El) = 4 8 (8 — Dw Pgs) CG) 


Rr Ce Rw Me ES 191 
WERE 
1) £0—3)-£(s, 
HAHRIERFR 
a» EO exse -DT (Zorn) ees 

Dp aml 
B 
(13) s= lg Hit, E(s) = H(t), 
Fe 
(4 EN=K- (P414) Í 7 (x ee) zi cos (Vit log z)da. 
I \nel 


5 66) 有 关 的 其 他 车 果 上 见 1-12 节 
LOJEN Riemann 推测 L(5) 的 所 有 复辟 点 都 具有 实 部 
MER SQ) RAB], Riemann 的 假设 自从 发 布 以 来 , 虽 
然 得 出 子 很 多 有 关 的 知识 ,但 到 现在 向 不 能 加 以 证 明 , 也 不 能 加 以 
TE. 更 在 已 经 知道 的 是 Riemann Him feb RAF 
> Kenya", Re s>ly 


nel 


tere REM. (SEF Ht) 多 17-2, 17-3 88] 

下 面 是 关于 《(e) 零点 的 一 些 已 知 结果 , iR 6r, HB 
NCP) A EC) FR o = L4, 0<t< 了 的 那些 雳 点 的 总 数 ， 
N(T) & 0ca«l, OCT gg 35 95 9E AM AR, N (o, T) 
0<t< T, oco! MISES ERE MB, Selberg (1942) $F SE 明 , 存 
在 有 一 个 常数 A, 使 得 对 于 充分 大 的 T, 有 : 

(15) N,CT) 2 AT log T. 

RY Too 时 ,有 

(16) 2«xN(T)-T log T — (1-rlog 22) 7 -EO (log 75, 

Q7) N(c,T)-O[T$0-7/a-? (log T5], 

量 后 一 式 亲 由 Ingham (1940) 求 得 ,对 H «o «1 中 任 一 不 变 的 
c xr. Mo Hy T wat, ko! eb, Selberg (1946) 3k 


192 高 X © X 图 & 
HT QT) Xa o X. 

有 关于 许多 支持 Riemann (232 S822 FH, Titchmarsh (1935, 
1936)， 届 应 用 近 俱 画 数 方程 (9) EPA AE ESAE PCR 0 项 . 这 
使 他 能 狗 计 算出 sz 十 询 的 老 点 ,一 直到 £— 1468, 他 求 出 了 
c= BRENNER, H 1041 个 . 


XT C(s) 的 值 的 分 布 志 面 ,已 轻 赶 明了 很 多 定理 , 见 Titeh- 
marsh (1930). 关于 


Y nta)” 


LESI 


的 其 点 情形 可 和 参看 Davenport-Heilbronn (1936). 
A EAS ARS ita) Xu IRR dE ox B8 ELE D RA, 如 


[T 


m= 00, fl 
(18) w(x) =f ro {z exp [ —a (log z)'41) 


Ro —- EEE, le 
(19 lim [271 ww) legxj=1, 
too 


ARRA AAEM, BE 


在 x—oo Bj ASRS ATES. PE, EEG TER 0， 
对 于 r, y 的 某 些 任意 大 的 值 , 使 得 下 面 二 不 等 式 成 妆 : 


m 
ei Pla)>a ig z log log log x, 


(22) P(y)«—a Ua 


log log log y- 
log y 


不 过 , 如 «>10, 对 于 现 有 的 任何 表 的 范围 , P(x) «0. 

所 有 有 关 rle) 的 这 些 结 果 孝 可 以 有 关于 Cs) SRE 
理 中 得 到 永明 如果 Riemann SRRARSKHT AMT xo, 
23) P(x) = O(c log x). 
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但 目前 还 不 能 证 明 这 一 点 .反之 ,如 (23) 可 以 证明 ,或 者 能 钼 明 对 
了 于 任意 的 0, 当 z 一 oo 时 Poe) =O Cr), HJ Riemann 的 假 

Mills (1947) 证 明 有 一 实 狼 4>1 存在 , 对 于 所 有 整数 nl, 
4 LAP] AR, SP Ingham (1937) 的 结果 中 推出 , Ing- 
ham BEER: 对 于 所 有 大 的 2 在 a? R (et) SEA 
EA, A, Niven (1951). 

HER. Dedekind CHRE FOROS FR 38 {pP Riemann b-i 
HWER Lo) 可 看 作 是 有 理 数 域 中 的 Dedekind -pige (Hasse, 
1927, 1930; Brauer, 1947). 36-7 “UPAR p 的 域 ” 及“ 音 生 代数 中 
的 Cmn OL, AT Aw F. K. Schmidt (1931), Hasse (1933), 
Deuring (1935), Eichler (1949). Riemann t- 夯 数 的 其 他 推 离 是 : 
Dirichlet L-A RHE, P. Epstein -H X, A 17-8 及 17-9 
eit. 

17-8. 特征 与 DER 


设 >] 为 一 固定 的 正 整数 , A EXE, ia Boo PF 
条 件 的 夯 数 Xm) 


) 2 = 40m), an m=m' (mod n), 
Gi) XD =1, 
Gii) A(m)-—90, Jur (mn) Al, 


(iv) Alm) X(m^) —X(mm^. 


masl. 
( Xe- SO 
称 为 主 特征 mod n). X (on) pti LARS (m, n) REF, 
因此 其 bin) CEST 1. ARN dm) 17-1 Gg Euler Bi. 
一 个 等 征 的 所 有 值 如 果 都 是 实数 , 则 称 为 实 特征 .对 模 n M ce 
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PEME ERTE, HAP Legendre Jacobi 符号 (3. = ATE BE 
X, (0) X, (m). 9. APE (mod n). KAGE DAE ln). 个 不 
同 的 等 征 (mod n). wl À d bin), HA An Ttt, xy Å 个 不 同 
的 特征 , 则 | 

2 二 A vp 4a . l 
O Samiel mL Ah} onk 
Heth — RIZE JE S Bf, In Qn, 0) =1, (n' n)=1, Al 

A n jA in mm'-i(moda) 
CEDENS A a an 


在 人 中 ,如 全 16 1, AEREAS A RAE, A 


Y (m) =0. 
mal 
dE nIBi— B gum, 4 mE ”的 一 特征 , 囊 
(4) L(sX)— Y, Xm)m^ Res>1, 
m-1 


称 为 0-H, Dirichlet JpE]HH, [ES Riemann 西数 其 

AREA HHA, ENT Euler WA TAI 

6)  L(sX)-ILu-X(»»^1^* Res>1 
F 


此 处 的 积 过 所 有 的 质数 p. 如 Xi EREE, HU 
(6) L6 4) =E) I 27) 


KART ER n ARR, dm XX, RU DOR) Bs 
85— Pe ,在 3 一 1 上 并 不 等 丁 零 . 
Wr X 是 对 模 ”的 一 个 特征 . REN FRE - BER 
NN <2) RAPA Rn PARES m I3 m 
m=m'(mod N), (m,n) = (m', n) =1 


有 
Xn) —E(m), 


期 称 特征 Z 为 非 原 特 征 (mod 2). AS JI x X 2 JAB TE (mod n), 
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dni, Ha N= 35 RO TF Ge) = (an) =1, 如 时 有 
X (m) — X (m^), Rl X Hit y Jk D oe fi (mod 9$); 因为 (1, 2) = 1, 
AQ) =1, Kr X 只 能 是 主 特 征 (mod n). FJ jb, xt WE v as 
FEA nm% 一 工时 是 原 特 征 . 

发 % 为 一 原 特 征 (mod n). dm X( —1) — 1, HJ L(s, X) 4E 
3 一 0 —2, —4, ..- BS, dm X(—1) — — 1, Hil ife 8— — 1, 
一 3 —59,- BERE TA, arr 
(0)  a—ié—iIX(-—-1), 
则 对 于 2272, 及 每 一 个 原 和 将 征 X, 
(8) ECs, X) 一 
Fe SET PEARY 0 Res c1 SUPRA YE. 它 具 有 一 个 
AUF 1-77) MISERSGRIRGURIN, HERR: 
(9) ECs, 4) =e £0 —5, 4) 
Hr 
(10) (7) 一 ~in È X (m) cos (2mm). 
BIER |5(2) | 21. 

DREHBAR INTERNER. 

SEF (5) AN Se Ri, Hecke (1944), Petersson (1948). 
£(s, X) 的 零点 性 态 与 《4s) HOSE Pees "E Pas SR US He Be 
(内 未 得 到 证 明 ) 上 将 恒 为 L6. LOLOO n PR EEE Bab ay HH 
A Siegel (1935, 1943), Page (1935), Rosser (1949). 

L-g rh Artin (1924, 1931, 1932) DERE. 838 L 8 
数 系数 中 所 用 的 是 与 7 BARRE AI FERAE, Artin 所 
用 的 虽 是 另外 一些 化 的 特征 . 


17-9. BRAT Che 


R rI- ERR HR 
g— (gu "tt Gp): h= (Au ttn Ay), m= (my, "tt, My) 


ee ee et mn 
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为 具有 了 PSEA EE n BIER 的 矢量 ， 

0) @aAj= = gy 

Ag £3 ^ Bis Bi RC c PS i ee kL, | Jg — 
WAS DX p XIRI, Laž, 1 pg Re, 

D d@= > Saa 


w=) vel : 
是 与 Lal 连带 的 二 次 型 , Pe) 是 与 Lol, TERRA HR 
Ar Gy, BATAIR. RARE Oe) 的 实 部 为 情 正 。 its 为 一 
Apu 
与 二 次 型 WHS Epstein p RE CB SOS 
ig og Sis ttt Dp | 
& zem. 


一 > eS h(n g) exp [2ai (m, h)). 


Mya 4 fan e 


305 ER- RRRA A BSEC mas ++, mp HB o 的 分 量 都 
EER id m= -g WR, KR a HET s 
BIT Ee ,在 牢 平面 Res>1 上 解析 . 

对 画 数 理 葵 中 的 基本 富 理 是 下 面 的 画 数 方程: 


W maT Z Ge 


= da Pp — s) Je tanz MIL 
GAPELI * RATES, HAE A MA 


量 都 是 整数 时 为 例外 ;在 后 一 情形 下 CBRE s 二 1 EROS — 58 
TR,3X — EB ERE BH 

(8) m AIT (24p-F1). 

L-E : 

(8 s=—2k/p, b=1,2,3 ++ 

bee. Eds = 0 bET, iA 9 BAe AD i Bie 
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IM, Bde * 一 0 上 的 值 为 | 
(T) — —exp[—2xi (g, )]. 

这 些 和 结果 都 是 P. Epstein (1903, 1907) 所 提出 。 Epstein 还 
研究 了 一 些 特 殊 情 形 , 例 如 , 2 一 上 或 2 一 2 的 情形 ,以 及 中 产 的 
所 有 分 基部 等 于 等 交情 形 等 .特别 是 ,好 确 定 了 
(8) Z MIR 
的 Laurent 展开 式 中 的 常数 cy. HESESEBA Herglotz (1905) nos 
3d, nf AT ARE, Herglotz 前 研究 过 如 下 形式 的 和 和: 


(3) >> > (a+ db) (a3 -- 5?) —Mn—s 


genoa 下 一 一 如 
其 中 4 二 0, 2, 4, ++. Siegel (1943) E EE REA HERE J Epstein 的 
ER HEN T SE Se Pe 


17-10. EM 


c, y BELLE Re Be a OBR OS HE KL, van der Corput 
(1919) 对 于 一 定 区 城中 的 格 点 数 立 出 了 一 条 一 般 性 定理 ,下 面 将 
举 其 一 特例 。 我 们 定义 m. y PRR D dm Fe 
ERM HE 7(z) ESF araw 上 ,并 在 这 一 区 间 上 
RAEE — EEE. ax 
GQ) FON 0<f'(@) «1, fla) >, 
其中 z>1 HKG c. 以 DD RAK 
(2 ksesw lay «f (x), 

HEEREMA . 

(3) A(D) =f [7(2) — 14] da 

Z D PHS dE L(D). van der Corput 定理 说 明 

(4)  |L£(D)—A(D)!«cz 

dkrp e 为 一 常数 ,Jarnik (1936) EB, TE it (0). (4) 


198 & uM ME 越 NE. 
ZEMENT CDSE BR, PO S Dor B t8 
指数 . 

在 特 狐 曲 粮 所 立成 的 区 域 ,特别 是 园 所 国威 的 区 域 趾 , 便 求 得 
TEA RAMAR, B Alu) SRR 
(5) apyu 
内 的 格 点数 . 应 用 17-3 mim, HA 
(6) A@)=. 2, mm 人) 
s J, (2) HRA ee RS, 772-1 gi). Hardy {r Æ 
8H ,对 于 所 有 的 u>0 
(T) lim [WA(u-be) + Aue] 

s+ 


ww > a r (n) J [2a (nu)4]. 


arg, CO) 式 的 左 侧 部 等 于 A). T EXSEBH 
AD — u= O (w) 
对 每 一 个 vee IESS MEE rS RISE. 
TE Sib, AREE, RE EHRE 
gi van der Corput 研究 过 . 
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FER PPO AE FE Tare Bessel H ghi 
恒等式 .上 盏 我 网 已 元 提 到 过 如 下 二 个 公式 : 


a» bA ran) = maa > m J Aor (nz)'f] 
nor n=l 


@ Drw =e Hy, Laer (ng) 
另外 的 例子 如 


(3) zen d -4 (7 +log2az) +È * Z J Am (nz)%], 


ner Ld 
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(4) >" din) =g log z- (¥—-1)a+l4 


nem 


— 2% > n^ dn) [Y Aa (na) 4] + 2a 1K [de nry] 


táb Y % Euler 常数 ,各 号 上 的 一 扳 胡 示 x 为 将 数 时 ,和 的 最 后 
-HFEA Ly. 在 以 右边 的 初等 面 数 向 左 仙 通 近 中 ,所 产生 愤 差 
的 恰当 表达 式 邹 可 以 Bessel HAAR QUEE E. 

Voronoi (1904) 提出 了 (1) 5X, 但 没有 证明 ,第 一 个 加 以 最 格 
arte Hardy (1915). 公式 (3) 是 Wigert (1917) Br ig ili, e 
3h (4) 是 Voronoi (1904) PTEI, 

ZEIT Se SCHERE T A ET FR i TEE FE 
BE, HER 
X aln) (o nya! 


Oppenheim (1926) KH TEA, JH EXHI. EAA 
部 分 公式 以 及 若干 更 一 般 的 逢 等 式 ,并 在 发 散 的 情形 下 , FES 
数 的 Riesz fita EPa mE, Apostol (1951) H Landau 
(1915) EHHE J fi BY a AER: ATEA 


15 acu PO) ua 
O Rewer =a pe 
+ qe) D a(n) m 
+7 (2m)? 2, NUTTPE Jag [7 (n) 


fet a(n) 是 Dirichlet fX 
$()— Y am) 


的 系数 时 成 立 , 这 一 般 数 在 Re s> 大 时 起 对 收获 ,对 所 有 的 3 JE. 
BU, {BET ABAOE s = 大 上 为 例外 ,这 一 极 上 的 留 数 为 ?, HA 
BPE 


ey aa (人 P(k —5)d(k — s). 
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总 种 Dirichlet $% tr hy Hecke (1938) AAN, XE aln) 
的 可 用 例子 如 Ramanujan HE T(n) Z 17-3 Bi ttr HH žk ra (n). 
(5) RAA Bessel WRCHERLEE q >k — Ly WHEA Bc fic E XE i 
PRUET EXE 4 Git) itid e IKS. 

Hardy (1910) 求 得 了 不 同类 型 的 一 个 恒等式 ， 
> v (n) e trt gn sz Pap ($3 > vin) 


re 2/3 ny 


AU ASE, EICH Bessel RER, 


2 > a(n) K, (Amsn'f) nt" = (Qe) tsar (E —v) 


n=O 


2900 — 
X X am (+) kerv 
的 一 个 特殊 情形 ,其 中 o (0) 满 是 (5) 中 的 同样 条 件 ， 
有 关于 “ 求 和 公式 "的 相应 辕 果 见 Ferrar (1935, 1937). 
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第 十 入 章 各 种 函数 


18-1. KER- KANN EE.(2) AK 
wax 
= ok 

Q) E» -E Fakti) 

是 由 Mittag-Leffler (1903, 1904, 1905) PERRE Hi TAE HA 
Zi, 就 中 有 Wiman (1905), Pollard (1948), Hambert (1953). 
在 这 一 章 里 ,我 们 将 以 E. op EC (1), BA 9-2 gp Er Us Bl ws 
不 完全 Y- EAB EE LEANEN. 

Eala) a> 0 SAFER A Be 5 A 
意义 上 ,每 一 £,@) AA XE PR Be (Phragmén, 1904). 
Miitag-Leffler Hifp RE EROH AS bs Be E A E AE, A 
7B4R d nz HJ (Buhl, 1925). 

(89) #£,(@) =e, EQ(-—chs, E, (25) =a er Erfo( —2!5, 
正 整数 ”的 E. (2) ANDRE 18-2 850 . 
Lye) 的 许多 重要 性 里 可 具 Mittag-Lafiler 积分 表示 式 
geriet 
n i*—2 


1 
( BO 


中 推出 ,此 处 积分 路 径 C 是 起 泛 于 — oo NAAR FEET AY 
PASSES pisje XE C Lb, —w<argi<a. SEREBH (3), "TA 
BREMEN: HRERS, EH a, FIN eB 
Hankel SL 1-6 (2) 808. 

(3) RRB £— 0 ERG IR. BPA 
Hb) Erler Brain AER AEG 
BL, WI RAHEEM 
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(4) ton m git drin | m Em. 
但 只 有 
(9) — am «arg 2 + Arm «ao 


WAREN AEE, 因此 ,在 C 内 部 的 村 的 数目 将 为 Fo] 或 [cs 十 1， 
根据 arg z AME. 

Feller 推测 并 由 Pollard (1948) HER: F x20, dg xal, 
AP E,(—2) REA WERE, CR 
(6)  (-1: T C 95g 
潜 证 明 可 以 (3) 作为 根据 . 

要 研究 Fale) 46 2— N AWE TE as, RT 7e ux MER 
[arg z | am/2 外 部 的 一 条 射线 (如 O«co-c2, 和 这 样 的 射线 是 有 
AJ) >. URHEBER (5), FEES mdi Ret<0 E, 
HE C 变形 ,使 之 由 咎 平面 Ret<0 ESCHER | 
都 位 于 C ZEN HE (3) 中 分 

45 Nl i^e {a —1 Nu 
E 


=O r20, gasil, 


一 -一 一 一 一 一 


f—z “I 2" z zY 
并 注意 如 arg 2 pæ èE C 上, 则 (1109270) 将 关于 1z| 及 
t — KH. 再 应 用 1-6 2$ 
(E X pg tom. 
zoo, |arg(—2)| &« (1—24a)a. 

- du jarg(—2) | (1 1ga—6)m, e 0, RI] O UG ARSE arge 一 
ft. 这 一 精 果 在 az»? OR X. 

MRE 2 沿 larg zj san/2 的 一 条 射线 co. 刚 至 少 应 有 一 
个 be, 满足 条件 
(8) ~ ld on Sarg z- Iama hy am, 
如 az-2, 则 这 样 的 in 将 有 几 个 ;这 些 标 位 于 站 平面 Re 2-0 上 . 
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C Py Bf BU M PRE, REDE 0 NEE A (8) ghe 
过 ， AD EEC. 于 是 结果 为 


GU Bela) = L gen- S pozyt”), 


z—poo, larg z | s bg oor, 
Mop f, 5L OD AUR SEIS D H AE m. dig SES du Oa <2, 
m=O Ak (8) 的 整数 ,因此 
(10 H(z) == exp 2!/--O(|z|75, 
0«ca-2, arg 2| & I4 ar, zoo. 
A A(T), (9). (10) Ef BERK ro A SL (R, Copson, 1935, 74 
Hi) 可知 E, (7) 26 22» 0 时 是 1/a AREER. 渐 近 展开 式 (7): (9) 
Bi Wiman (1905) 推广 到 o 的 复数 值 . 
Wiman (1905) PREYS ERO BSA, 如 o2, Wiman BE 
8j 2,2) TER SCR a HC E RC PRS. Eu nr) 
为 EQ) 在 [2| «r 上 的 零点 数 ，Wiman 证 明 


(11) [n Elan < sin=|+1, amt. 


teat [2] 代表 n HRAS. 如 axa, AU A eA 

AA. 不 计 “一 1 AO (UCET MESE RR), Wiman gE 9335 xi aE A 

TE 

(12) Rez +-log |z| +log |P( ^a) | =9 

上 上: 而且 

(13) faye leo} Lean (r) lr trl —Wajtl 
xac, al. 

KA jn dam. AAT AA. Wimen EHRT o 复数 

fi PRS Ea (o) 的 零点 情况 . 

me fe 


Q4) E Eeri) mE ge), 
ken 
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as) (E) Eat") = E. 


gimn 


a (Ey Ean Gum = S ra gy Enl") 
是 (1) BS BM CAR me 及 一 1 EER, A (16) 可 得 


d zen 
EL Bn Fy 
应 用 9-1 (1), 和 将 上 式 积分 ,得 
(17) Ey GU) er L S er: E =, 


Enin MAERT A (14) 及 (17) HE. m = 2, ACT) 应 用 
9-9 (D, (2) Ef @) 的 第 二 个 厂 程 ， 
积分 


as [ aa ee 2220, 
f Mittag-Leffler WAZE, EER (18) Bic Sce IR Ee M rc 
B Hg Re z1* =1 ER, Elio hg Laplace 变换 可 从 {18) 


式 扒 得 ，Humbert 用 以 求 得 了 2.6) 所 满足 的 许多 丽 数 关系 。 
Ei 


09 E X peta | a, 8>0 


* VB BREL T- Mittag-Loffler MRK MA, A, Wiman(1905), Agarwal 
(1953), Humbert-Agarwalf1953)， 下 壕 公 式 可 很 精确 地 求 得 , 正 
RLM EMR Bei MR, 


1 127g! 
(0) Es4G)—g | aoe 


GD Baal) = X pray t OE 


20, | arg( — 2) |< (L~ 14 a) 


oce memes eame pma Spo D cmm prie mta enm ce Coo enl Em i 
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， 1 N-—1 Pad 
(2) Eust) Ete raan 0417» 


zoo, | arg (2) | <li an. 
(33). Eule) = Eule), 


1 
En, a (2) 7T TE, qa). 
m—1 
(24) Euer) ns). 


G5 (LY terum o atm? En sal). 


- 1 
(26) | ee tno) di= ; a, B>0. 


9 1-z 
(20) sep € pi (3), (22) 中 的 如 FL (A). m RE Sr 
数值 .在 (24) 及 (85) 中 , 为 任 一 正 整 数 ， (26) 的 收 敬 区 域 同 
(18). 2*7! E, (2) 的 Laplace 22935 nj JH (26) Reta, fr Hr Agarwal 
(1953) 及 Humbert-Agarwal (1953) 用 以 求 得 E, a 的 :其 他 性 质 ， 
Humbert-Delerue (1953) iS HI eae 7. 的 一 
NIEREN, 
Me E, E Ens AAH aw 的 某 一 局 形 内 随 2 co pi 386 ie 
增 大 ,在 这 局 形 外 部 , 随 c oo AFFE. PE PIS PARI 
BIETEN FT ET 0 HARRA ,现在 也 也 有 所 知 ,下面 
REA TAF: 


za 


at 


kcu E t i (log k) d | o + 
kg log(k-+1/a) 0 cas ” 


这 二 图 数 分 别 由 Malmquist (1905) 及 Lindelöf (1902) pt agi. 
Barnes (1906) BPE E, (2) RATA Rew EM 
PREF E C 


[ud 


HAR HBR 2n 
= at = gr (1+ ak) 
D (k--0) Pü-rak) ££ kl : 
c atP (dak) 
AF ab ok) 
与 Eas pM" 


(T) dia, B; z) = => aT ERE 


3Xx— AB Wright (1934) py eR eae ES Eus 


a, B> 0. 


(8) [ e$, Bt) dtt E, al), a>1, 8>0, 
g 

(2) ATARAR (Wright 1933) 

(29) dla, 8 2) 一 - NC exp (tt 4-247) du, a0. 


SERES (29), FLAS BERTH BOR < CURE EIC Rv FA 1-6 (2) SURE. 
中 在 z—co BY AO PX MS h Wright (1934a, 1940) 研究 过 . 
KEN 式 可 得 如 下 关系 式 : 

(30) ad a+ 832)  $(a, B — 1; 2) + (A7 B) ó o. B52). 


(31) PE PD 6 (0, aa Bs c). 


Nc a, 1$ at B; 2) 
由 于 

(33) JEO = ( 2)" $0. v1; —2/4), 

故 可 把 Wright 而 数 者 作 是 一 类 广义 Bessel HB, ZUR (30) 是 
Bessel 画 数 朋 推 关系 的 一 个 推广 , (31) 及 (32) 是 微分 公式 的 推广 ， 
Wright 把 中 5 Bessel MRAM TE A 一 一 列举 了 出 来 . 
Agarwal (1950, 1951, 1953 a) 计 论 过 以 


= (2, B—1; 2) + — 8)ó (a. B; 2). 
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- _ et 
rel) 
为 楼 的 广义 Hankel 变换 . 


18-2. n f&—fai SB AH 
在 本 节 中 , n RER, HO 


; 1 : 
2 hh 一 一 (i-f}m " = 2, ..., 
G) hlan) => È ot? oxp (ara), iios 


TUER n PERI, du n2, AL RB Re 


(8) A(z, Ly =e*, h (x, 2) — cosh z, A(x, 9) — sinh x. 
一 般 , n 是 一 不 变 的 正 整 数 , HER TERR, OU p POUR, RT GEL AE 
义 呈 ) 推 广 到 所 有 的 整数 (IERI, EL RAN) ,也 就 是 命 
(4) RO m) = Ayla, n), i 整数 . 
这 可 以 在 埋 篇 公式 的 时 垦 得 到 简化 . 
由 于 o^-1, 故 知 所 有 的 hh: 满足 微分 方程 : 

dt 
d) 22 
AXE 
(6) Sam=—0, TEITPE 


mai 
=m 整数 r 能 被 n Be 
esa h. de SRE 
dh, 0 mists, ur 
M aga 79s, An i=), i, Jh en 
IFE, Bo tae, A. AUE T ZG) 9 BE ARAH, Eia Wronski 
行列 式 等 于 1. | 


—y =ð. 


KAR UM 213 
在 (2) 式 中 ,将 指数 夯 煞 诬 开 并 应 用 (6) A TS RIT 


式 : 
Til 
(B)  h,(rm,n)— > Lid t=1,2,---,% 
i ARK 
(9) Aye, nN) = sail 二 a dt, i=l, n 


Hp C Ne HAME. 把 这 -- 式 车 
什 为 留 数 之 和 部 得 式 (0), AIRE T EAE d, 从 (8) BE SE 
RK: 


10) exp (amz) 一 x aim hi, m), m 整数 . 
{= 
n PASC dh ER BeOS JL PRE OG : 
il) A, (o"r) = h(x) 


(12) di ut en 


=h; (£) 


(13) A(ry)- > DIS, 


hy Tig ++ he 

(14) h, fy Rai =H Yanna, @)=1 
MEME mel Ne 
ha LM ane Ay 
P n-—i 

(15) fe = s ' Resz1,:2—1,2, «n 
a g"—1 


Job i 六 信者 是 任意 整数 [在 (15) 中 是 有 限 止 的 ] .ML 00) 
Hy (2) SH, (13) h OER AA AERO 9 — A, 
Igz-0 BE I RET h (0). NER. BS Wronski 

行 烈 式 ,这 是 一 个 循环 行列 式 (3, Aitkon 1939 $51), 可 很 明基 地 


计算 出 来 ,(15) 式 旦 六 全 的 Laplace Ei, MW) UK. 
甘于 这 些 公 式 其 及 其 他 公式 可 参看 Poli (1940, 1949a, 后 一 
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Sr fy ZEE BO, Oniga (1948), Bruwier (1949, 1940 a), 
Silverman (1953). Poli(1949 a) 指出 了 一 些 关系 式 , 遂 用 于 % 为 
BREA HiH TEA h RRB BAA, URS PO, 
Bruwier (1949b) 把 1, o c, +, ot 作为 绪 性 代数 的 下 位 , 素 
HA i 
w-wa = ct? 

(起 复数 ) 确 定 , e"* 是 一 超 复 数 ,公式 (10) 表明 A, 部 是 e” 的 分 
量 ，Bruwier 应 用 这 一 点 来 葬 明 Pi (2) MYER, Lehrer (1954) BF 
"y HE SAT ES BE J RY TCR hi: (n n) /os Ba XB BE, UG Ab 
i, FL, 2, m 0 en 为 已 知 常数 集合 ， 

BA (8) Æ 18-1 (19), 有 
(16) Ae) x E, (x") í£—1,2, -,m. 
特别 是 : 
(7) A (r)— E,(a") 
HETES Mittag-Leffler WEHR. 

n 个 图 数 

(rar 


(18) hn) (uid 


AER n PRESTA ERG, EMA E 


d'y E 
的 解 , 兰 满 足 初 始 条 件 
， dk, 0 fy t+), 。 
(20) dai — (0) 一 õu =] dy i= J, i j=l, 2, en. 
a 


(2) kj n) = — Kia, 2), 
仍 可 将 定义 推广 对 所 有 整数 i SUEDE h LERN E 过 ,此 
Sh WEES EEE hy ET Mikusinski (1948). Jl 


BAR d HBB 315 
(32) X-—exp (=) " 
th, ^ 就 是 一 1 pg n KR, TE 
(23) Kl) =A A (Aw, m). 
RPE, ki EEA hu PEPE. SERRA: 
(44) hey (Az) = N71 Ca) 
(38) kilar) eC Dk (x) 


(e) SAO) Li, qu) 


-, n 
(97) ke, fx) => Pacom exp (Atl g) 
n=l 


(88) exp (nilg) = > MD m+D fe (a7) 
i=l 
Ent gt? 


(9) ka) = = oF 41 


(30) Katy) = p (E) ipa Q0) 
(81) I I($- Dani is) ot 


tal 


(32) E jg, (din Ty Res>l, i=l, =, m 


(33) Aya, n) bh, (m, n) = 3h, (x, 20, 
hilz, n) — k (a, n) = 2h, la 2n). 

AQORWAUBH, Eos n) pE- HOLDER, 除非 n=l, 2. 
Poli (19498) SET &, (a) XE 1 :— 3 MER mo EE 1 的 
HE Hl Er Mikusinski (1948) BF 5g St. Mikusinski 的 研究 以 
kl), E, Q0). Bii OCB Ob FEMALE HART. TX 
BeBe fü kia 0) BABES & PRS EEG kon) 5 e; (m), 
tj (mod m) FMH. lan) 的 最 小 正 寺 点 在 
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ihn 13171 Qi tn - 1) ip 
Ee] 2 Pee 

zu, Kir, MAMIE A LESIR, kile n) 的 二 相 
BES AG AG EB RESP ow csc (/n). 

ai Ayla, > file, n WHER tanz 及 etna Wy He 见 
Oniga (1948), Poli (1949). 

Grammel (1948, 1948 a, 1950) 5 1 T — fü Sic ES 
不 同 的 推广 . 


18-3. 图 数 v(x) 及 有 关 西 数 
Er TILE 


= at dé = at igi 
ey »G)-| rm: pix, a) =f Tat’ 
- act tf dt 
2 HG B) =| FORCET， 
gett 8 dt 


“一 mi FELD 


这 些 画 数 中 ,第 一 个 是 Volterra Ab PE Cr XO CERRO 到 
a (Volterra 1916, $ 6 xm; Volterra-Pörös, 1924, 第 10 x): 
Volterra DÀ Aa, 9) Er v(gy — 3), A Als, yo) mE Mm, yllo 3€ 
示 v(y—cx,2o). KR 533 aS A, ch BLE Laplace 
TERM RAR, ide Ee RUPEE AUR UG ABE, A) ER 
Ji BSE ASP AAS p 3t 30; A ME rh, e BEECSERS US 
数 与 (2) SX ag eise — AF P(8- 1). 
在 (1), (2) Bis Er SC GS Pa DÉC A TAER: 

(3) ei) =r (a, 0) = H(z, 0) = Rian 0, 0), 

v(z,a) —wm (2, 0, a), 

BG, B) —- 5r, B, 9) = rri, B—1, -D, 

av (m, a— 1) —-ap(c,a) = (a, 1, a). 


REAR MEN aM 
如 20, a 生意 ;而 Re 82 — 1, RECO. PR 
Kor, RPA RARE c 的 解析 画 数 , 枝 点 在 x—0, oo, Pe ted 
Fas v(x, 中 及 v(x, B, a) Ee o Be, AREA ABAD AS 
上 ege HERES p-p. 从 (2) 可 知 
oa qut perl 
@) BG Ba) u Patiti) À Iren] 
E "E al wt lat 
-PEFS dt Tii 


_ (—1)* a „ar qui 
FEES alec |” 


最 后 一 式 可 和 作为 上 (xz, Ba), Re 8 > —m-—liüyEs. SORE 
HE pz; B, a) 及 M(x, B) — e, 8, 0) BE WER, TH 
T t ET BR ER, Hz, B. a) 也 是 e A Re 


从 (4) 可 知 
m 
(5 Mm — m,a) = ( ~1)*- 4 rs] melden, 
RA x*/l(a-d-1) 是 % RER ARE Taylor 展开 式 ,得 - 
a! = pr, 


(6) 


Pavey Ate cte 


ATE M(x, B, o) FE c0 IM GS eds , EE (2) 中 的 第 二 式 
EHA 


(TU) FBH+VDelz,ß,o) =a f “exp ( —t log EET 
A (6) 有 
(8) Fen" xs —n-—1, a) C2? > 


从 Watson 预备 定理 (Copson 1935, 3 9-52) FI, JE (8 AAA, (2) 
HERRANEN A A log(1/2) 的 降 器 .因此 


418 E n de dno u; 
(9j) elr, B, œ) =a" (1g je [= (O7 (BF), 


a=0 m! 


«iy 


arg (es z) <m 
其 他 三 个 画 数 展 为 log (1/2) Pe aa RETF a MA (3) HEN, 
Volterra 求 出 了 »(x) R ria, a) MRRP. 


v(x FE Re soo hiiri A Ramanujan 积分 式 (Hardy, 
1940 p. 196) 


iV 
XA, 51, a) (log ) +0( 


x 


Re £> —1, x0, 


^—- e ** di 
(10 (a) = -f 一 -一 一 一 一 一 一 一， 
re), iz og O7] 


Pai, Ford xp») niis eae T SERRIPEUE (Ford, 1936). 他 
RARU T. EE wwe EI RE —N - lg ic, ktl — £o, 
k+kH+ico, — N — pic. 的 矩形 (此 处 k N 为 整数 ， k+N>O, 
为 正 数 ) 求 积分 


H (x, w) = 


Rer>0 


i Ü att dt . 
(sin Qo) 元 < 于 后 
Hz, w) &— EMMEN, "CXEXBAE PUB at i UO wn, n— —N, 
—N-ri,-.£—1i,k. H (gw —n LARR a a7 "/T(a4- 4-1). 
如 eoo, FR He KB a SS, HE 
1 ht trc 1 —N-M ríos 
Ami |... ™ ~ Soi MMNEL 
k mgt" 
= 2 Mara) | | 
很 明显 ,第 二 个 积分 等 于 OCxi" 员 ， 在 第 一 个 稿 分 中 ,分 


rl, +f.) 


SPAR ZARA aid 
ER LES 
) ptis 1 mr xe k-Eld- doo 
二 一 人 . Hdw = -— "nf -a 
ani Sein. Tydw Imi | Piatt+h uL (mw) dw 
tH a; 
=a f 
o Pla+t+1) 


1 pei 
ixi], test > 34 Koo HE, 
Fit, At koc, 得 
E +n N+ i 
i bay ial aca t 
ol, |a] ee. 
峙 这 一 桔 果 与 18-1 (21), (22) 合作 ,用 对 任 一 整数 N, 有 
vir, a} —e*4-O(|xj77, r—co, jarga|<leq; 
—O0(|a|*7*), z—20, lga< largz| Se. 
XP (x, 8, o) 可 同 祥 涝 出 稍 不 完全 的 车 果 ， 由 于 2 一 0 上 
H (æ, w, B) = 1 watt peat 


[sin (zw) ]3J, Pla+t+1) 
的 枝 点 关系 ,应 合 N= —1, 于 是 如 前 得 


E qt. 1 tét ico 
PG Bo) EC LETT T Rai NECI w, B)duw. 


RIA ES HE V c 


deo 


ant 
MPlatatth 
的 新 近 展 开 式 有 关 ， 
下 面 的 下 推 公式 ,微分 公式 , 狼 数 ,积分 式 等 都 是 (D) 及 (2) 的 
Br: 
GHY wi, EFL, =r B, a —- 1) -arla, B, a). 


d^r(az) d'r (z, a) 
a2) ar =r, =n) ae 7! a-n). 
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(13) d^ hix, g dp, B, a) 


az” = f(a, B, —), da? Lp, B, a—n), 


(14) > wu pr, n) ev (xe), 
UL 


- . 
> 26" JA (x, a, a) m grtarliun, (ze®, a) ; 


Hu 


x GU. 1), un(a B+n, a) =e- regel HA a). 


n=) 


ttle F—1 u Erb) 
(15) fe wu! p re B, a) du hippy "e8-he. 


Re 87 —1, Re Y»0. 
AIRS Ri E BK PT BG Barrucand (1951), 
Colombo (1950, 1953), Humbert-Poli (1944). 
Er " D ian ;一 上 方面 是 由 于 公式 ; 
“di 


(16) "Uu =p (e), FED =6" y (e7, a), 
d 
em tonto. BAER 
em git a 
| ee B, a), Re 87 —1, 


KERAST OO. (2), FRE ns e HERI eH Laplace 
Si; HAMA TAK: 


(18) Í e-t v (£) dt= (s log s)71, Res>i 
n 
| e 5 v(t, a) dt =s] (Log s), Real -— 1, Reoshi. 
0 


(19) [esto B) di — s^ !(log s) 2 1 Resl 


| emt eit, B, a) dt =8-"-1(og 8) I, 
uj 
Ee a> — 1, Res>1. 
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ZEHNTEN, (2), 00 AREI EN” Re BOATS RIAR 
的 Laplace aeit, XP Hin E RE v UR iP Ra 
多 性 质 , 久 及 这 些 而 数 在 运算 微 积 分 中 的 应 用 可 参看 Barrucand- 
Colombo (1950), Colombo (1943, 1943a, 1948), Humbert (1944, 
1950), Humbert-Poli (1944), Parodi (1945, 1947, 1948) 及 Poli 
(1946). hsp, Laplace Ej 
(20) ffs) =f e F(t) di 
X 
REFS IRA — , du (Paley-Wiener, 1934, p. 39, Doetsch 
1937) 
(31) Fi =; F(s)tv(st, — KH) —v (st, — 14 —M)ylds 
Han ASH viz, a). 
HAB 
(22) iR exp ( 一 =) u(x, B, a) dx 29 1) oh u(y, B, bg a), 
| Rea> --1, Rey>d. 
(23) fe exp ( 一 2) (a, B, a) da = 93M y, B. Log — iby) 
o dy ay Ya Ms , 
Re m 2, Re yd. 
(24) j, oxp ( — -*) D, (sn n B, a) da 
96er M Mr py, B, Lca— Kr), 
Rea>-~1, Rey>0. 
可 将 人 FA lef HP ELE ER (24) P, RT pz FB -3(2 0). 
KERAK, ME n o TASTE: 


(35) lqm y^ „ep ( 一 ij" dr-—v(y), 


= f q? 
Ir pan c —94 ， . 
Manon f exp (= Jens B) da gi. B) 
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(26) act] | «ew i via, —1)dr—v(y, —1), 


(27) 9-Mv- dag Hye | orp ( 一 
Q 


=» (Ys a) E 
271571 gg May MH [exp 
ü 


(5) 
VOIE mex (- a B, —1)dz 2, B, —1). 
(- 


=)D -u (ss a)" a) de 
Bea>—1. 


8 » D (s) B. a) dx 


255(y, B, a). Ee a> —l. 


-在 具有 核 


的 精 分 汶 程 的 情形 下 ,现在 已 经 证 明 (Stankovic 1953) (25) Ai 
出 了 所 有 的 特定 画 数 ,而 这 些 融 数 在 某 种 意义 上 都 是 正规 以 鼎 的 ; 
(26) 及 (27) 的 情 贿 也 如 此 ， 关于 解 包 食 v 及 上 的 其 他 积分 方程 


3% Colombo (1943 a, 1952) 及 Parodi (1948). 
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第 十 九 章 + hh Re 
第 一 部 分 : 概论 
19-1. EI & 


如 果 一 列 数 91. Og, ++ BY dS PEK 中 的 
系数 序列 来 确定 ,我 们 称 这 一 医 数 为 数 g 的 母 夯 数 . 
JE LONE AEM ON IE Be 
G(t) = > Int”. 
In 常常 是 一 个 或 几 不 变数 (an Üh Vas 7*5. ENT, 因此 有 如 下 
形式 的 关系 


(D. Gays see, ps E) = gue n my)". 
nad 


HE ab ag c Bee Ed 3 Fn (TL tta X) fey EE ER Br, Wc Ty, 6 = 
PD 十 i 个 自 变 数 . ET PEL Pee BBS, FREI o 
EIRY 1, 因此 我 们 可 点 把 日 变 数 画 数 gs(z) AEE G (x, 04 
157 


Gla, t)= È g,(x)t*. 


FARR, PEED A A Eee PE. BE 
BY eee 25 RC i FRESTI, ERR 了 在 t= 0 上 以外 , 到 
SORA, PE aE , BZ PRB 
BABAR RL SOS 


O FAFO HL RES RT HRS MRE., 
E, D. Rainville WUR RS NH] HR FRR eT RS HEN 
ANA. 


226 mo xg BEB 
MD ENDE, 
n-ü 


并 称 O(a, D TREET ORG AEE, 

ETERA Zi AHEZA RA Laurent u, FE Ps 
gui 
G) Gm = Y la). 


FREE Laurent RECHTE TE ER. Xe 
中 常会 天 到 其 他 类 型 的 航 数 , 像 17—12 ie ps X Sp Xr DT, 
此 外 ,如 亲人 台 分 析 中 常见 的 阶 冬 极 数 则 是 又 一 种 类 型 . 

Bt Bea 3X-—— FE Sei Ey Laplace (1812). F Laplace 4ER 
PA PE A re TA Doetsch (1937). Laplace 所 用 
WO AMES DR, PETS A. NIE BETEN XE Bi Oy 
Laplace BI, ENT 

"C =f eg (u)du. 

G 

RREH te, 就 很 容易 看 出 它 与 母 医 绥 数 的 关 条 实际 上 ， 
IUE 5 EAR HH Laplace-Stieltjes 积分 
(4) f(9- [ e-** da(u) 
SCPE EAE a (u) EHEN BIER, 上 式 的 右 侧 称 为 Stielties. 
积分 .现代 的 很 多 作者 ,如 Widder (1936) 等 , 应 用 “ 母 两 数 ”一 
E, 其 意义 所 指 的 是 (4 WE Stieltjes BEATO A 2A PD UL FE 
FERRE, Dirichlet Er, Laplace Ray SED Nee. 

19-2. Bmw 


BIRER A (2,) MEERE E 9, 性质 的 研 
RAE., 下面 是 组 合 分 析 中 的 一 个 典型 例子 ， 
AM POOR FEMME, ON (0b)c 二 0(be), 这 一 性 多 


i Ion ud epee eei ANE aer n a 9 a S com 


STAA eR 227 


TERITERHATF. 0 + AFOOT P SE ASR KAR, 
ROP FE SAT eS, OEE Rb eA 
Zik ab = ba FRI ADR EAP. KE BD — 
Pl. AL RGR ARERR, OIE, TE 
SAP, (a6)c Salbe) 将 不 同 ,因此 , 积 abc 可 有 ps 一 2 个 不 
IGS, AAT ab Sec Rog be. 注意 ,这 里 对 因子 的 顺序 并 不 变 
ESTER FR ARTE RE n TAT, 
TER REMADE, ELO n HAPARA f — 7 TI 1X 
莱 法 , 可 有 许多 方法 来 播 加 括号 .例如 ,本 个 因子 o. b, e, d BATH 
情形 为 
((ab) (ed)), (a(b(ed))), (o6)0, (a((be)d)), 
((a(be))d). 
Rp, 为 所 个 相 王 的 因子 中 播 入 揪 号 的 方法 数 ,， 刚 显然 有 P= Pa 
=1, p=}, p,— 5. 
3R n AP EASA — 2b RR m ATARE 
~m ^4 WTA AS Fe. 前 严 个 因子 有 ss TW Hg SG 后 
n —m ^p Pes 全 不 辐 的 积 , 此 处 本 可 取 1.2,--,n-1rB 
的 任 一 值 . 因此 
NO Pa™ PPa- F PaPa- htt FP Pe 
án2-4, AFG, p,—1x2--1x1-4-2x1-—85; 
dm -5, WR po 1X5-F1x2-F2x14-5x1- 14, 等 等 . 
SRL RE EZ 
(2 GO x pt”, 
从 (了) 式 可 以 看 出 , 当 n>2 时 ,在 
(3) [FHT 
= pit* Hate (PaPa H PaPa d- Pupo ttes- 
"p, 5" 的 系数 题 然 仍 是 Pae (3) OPHIR. 因此 ,有 


228 ARE EEE a 

(4) [EOP]. 

这 是 Gt) Mq CES, GU) 就 是 方程 的 一 个 根 , 在 1 二 0 时 
EFE. at | 4) <1, m (1— 405 代表 平 为 根 中 具有 正 实 训 的 一 
根 , 则 得 

(5) G(t) = 409. 

Ms (5) 06265 DUROS RL TE 


€) @®=-KE ($e 


因此 
_ a-tow—1 (24 1 /2n—2 
(7) (—A)"-122 (74 -zail - ) n>2. 


除了 用 以 可 求 得 一 个 计算 Pr 的 简单 公式 (不 依赖 于 Pu-i Pa 
等 的 计算 ) 之 外 ,公式 07) 可 用 以 研究 s. AE nco 二 的 渐 近 性 态 ， 
BA 1-18(4) RAP | 
(8) p= 二 On-1) 1 noo, 
BSCS ALARM PRAM LR. oot 
Bl, RUM eR PIA T(r), 由 下 烈 母 画 数 定义 : 


(9) Gle tsy nn“ Date 


HAE & = 1, 2, =2, n —1, 2, 3,4, r, TG) PEER ELTERS 10 7 
中 讨论 过 . XC 展 为 等 比 航 数 


(10) G(z. f -(0—8) S (A+ et), 


ZREN i? 的 系数 是 x 的 多 项 式 , 而 且 在 2" 的 系数 中 , c 的 最 
DRA 2", 而 2°" RBA 2". dey eT GS) 应 是 的 
n REAA HE oS 1 Bb, Te) vp ox" BENE 2^7. 

VAL — tr EN KR, FAA 2" 6538 6 BE 19 
0 A>? 


& T, RT dE aT, = { 
一 工 n=. 


EE 
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也 了 于 从 110) 可 得 T,—1, THs. RA 
(11) T,—39zT, ,-T,.,—0, mad, E oo 

设 > 为 实数 , 且 —l<2<1. Hu (9) AARRE C aT 
Zi, E <1, eek, BF G(x, t) 在 作为 上 的 夯 数 时 ,其 奇 
fide é=t,, t= t,, 4b 
(2) heat (27-1), t — x — (32 — 1)", |t] = [ea] = 1. 
于 是 由 柯 西 公式 可 得 

1 


Ami 


(13) aT (= | „Ted di, 


dep COSE t= Bar Lb |e) <1. 例如 局 
(13) SOPRA SER ACHT AAG EP sea ee, FEN TS 
ET TR (13) 中 的 积分 . 分 
z=cos¢, met, me", 
因此 
G (x, £) — (1 e (£— 99) IE - ET, 

从 (13) 式 得 、 
(4) eT, (2) = (ai)? | jb tht) eH) (e) Aa, 
如 nl, 在 se 上 没有 奇 点 , MATH Ae Rt, 上 的 留 数 之 
和 ,得 
(15) 7, (2) =cos n= cos (n cos x). 
这 一 式 在 ”一 0 时 也 正确 ， 

如 芷 (所 式 中 合 
(18) a=cos¢, t—e7 
Eg 
(YT) Gla, t) = G* (d, a) = (1 — ei 9) 1 (1 — eti- — 1, 

因此 G* PREZA, RIT $to X — o. 因而 

eg* eg. 


(8) "x $E 
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得 
Ei Or 8 8 
二 
(19) ab ah 9x C1 — at) o 
(20) 9 9 3 42. 


da Ba Of at 
HAI, CORA (08). AIDER 


an [ee 
MEO ABS E wee, 可 知 Ta) =y 满足 微分 方程 
(22) (1—z9-y"-— ry ny —0. 

HERA 


1 1—# 1—8 
(28) [ 1-2rt +2 1 —Ixs4+s? a- 


印 可 得 Talr) 的 正 交 性 关系 . XC— HEIL mS, 可 很 容易 
ahi. ARIE 
7 1 1 
2o n Bar z) i 


EA s RC RE JLE s™ 的 系数 ,可 知 


C4) WERE LO Een. den nm. 


T» th. 


gD da 


电 然 ,这 在 证 明 (24) 半 相当 费力 ,但 因 这 一 发 法 可 以 应 用 在 许多 情 
形 中 , 护 以 在 这 里 应 当 提 一 提 . 


公式 (13), (22), (24) AYRES DLE: hv Hi a FT RAE E EI 
MPRA ROT SAAS. ROR, u 
HARR G tj Got t OON. c AE, BOAT $3 a8 TE 
XR GL ERE. Phin zt 
(25) G(z, t) = (1 — rt) = > P), 


其 中 Pla) Er RD LARA TA E ER ML T 


"n 


HtrAR PER 221 


eG ea. 
Q6) 上 元 一 (一 为 到 
可 得 
(9?) P(e) =2Pi(2) ~ Pri), 
SARK 
(8) ~ep) ate 
ax 
可 得 


(89) Pi—9zP! HPL =P, a. 
MAA M 0 — 1 Fn, sets Pla 则 得 
(30) nP,4=Pi—2Pty. 
B. (21) 及 (900 ,可 得 
(31) A~) P= —nrP,--nP, , 
BODAN x GA, ORT RS 5 (27) A, ENA RD LRH 
TÉ 
(32) (1—z9*)P5 RaPi -tnnt P, —0. 
ERBE OS ERBETEN WIR TE 75 AF 
方程 ， 由 Bernoulli 多 项 式 2, (2) (RIS 1 SO Mae 
(33) tere =D B,(2)t"/a! 
中 可 得 
(34) teene] = Y. EB, (5-1) — B, (2) ]/n 
FAA (34) KA t exp (wt), SICH 
(85) B,(r-F1)— B,(x) =ne" 
ZEE ERR Ger EAR AE OR TF. 
Hela, PRISE EUR USC eX ELEC AU g BE 
用 Abel 或 Cesáro RAF Hz34C E JE 


(36) 2, Ge 


232 高 am NE NE MEE. 


如 

Gn G(0-X at 
HR l 

(38) 4-3 att, 
A l 

(39 AG)G@) = X y, 
其 中 


(40) TY, = Aga d- A4 191-7 *** A49, 
19-3. .一 般 定理 


对 于 每 一 个 n=0, 1, 2, wets AB Int) 是 的 一 个 凶 项 式 , 它 
Bü dA Ren. dm 


En) 01 (2) =8,-() n=1,2,3,--- 
NUR 0. (x) NUR FRI Appell Sk. SE fedi — A JE TEEN 
Y AM) ~> a, 292-0 
使 得 l 
D Ae ~F s (ae 
Thorne (1945) 证 明 : 多 项 式 g. (2) 的 集合 是 一 Appell AK 


条 件 为 : 存在 有 一 个 在 40, o) ERRORS IDEAE ale). 使 得 
Stieltjes BIZ 


pum bU xtda(z) n=0, 1, 2,- 
Ja 
存在 , 且 
Hg 3-0, 
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REP 


n—r. 


L gi? (adale) -| : 
“PRR AC) 田 下 式 定 义 : 
A(t) ~ (3 m! ) ~ n etae) 


Scheffer (1945) SEM: g,(x) 是 一 Appell 华 的 充 要 条 件 为 : 
存在 有 一 个 在 (0, 00) PREGARE AHA B C0) , 使 得 


5, =| and Bix) n- 0,1, 2,--- 
9 


存在 , H. 
bÆ), 


3 = 
从 此 ,应 用 入 辣 的 ACE), Varma (1951) EMI SIAR 

| Arena bs e, ds ~2/8)4B@) 

ABU Appell 集 ， 此 处 ;PP RP- BOUE IESOR UR 4-109). 

与 g? MORE BEEBE 

(5) At (ue Y. at (eur 

此 处 ™ 

6) Ar) ~j Fala, b; e, d; ut) dB (t). 


ern! aß (£) n=0,1,%--.. 


关于 Appell $ h B PRAA 19-7 (1), 19-7 (2), 19-723) 及 


19-7 (34). 
Halphén (1881) 及 Bird (1934) 全 研究 过 如 下 类 型 的 展开 式 ;: 
(7) m => g(a) 


Scheffer (1939) 应 用 Appell 43X —Hr 3 Eo FAAEA 
类 的 根据 ， 对 于 每 一 个 2 二 0, 1, 9, E o, Cr) IE chan 


Art cama > CT er an Ber 


234 omo mom EM 
次 多 项 式 , MERE J, 由 og.(7) 崔 一 地 确定 持 具 有 如 下 的 
ER: 

J 是 运用 于 x" CAA r AHE FR EN TERRA. 
vera) 为 了 的 任 一 和 多项式. Rly] Ry BT e 
多 项 式 ， 如 果 对 于 2 一 1 2, 3, 20, 可 使 Fler) oy n—1 X, 
而 [291-0, 则 可 及 证明 ,对 于 所 有 的 有 


(8 JU] -X Ds (2)y (2), 


er y? Jy y BS ve ERR, H. 

(9) Laft) Sim ot Ia ito nre Im, eit d 

是 工 的 一 个 多 项 式 ,次 数 m l, 使 得 

(10) X,2mlh,,d-m(mn-—1)l, 4m *-* Emu, m 550, 


m—1,3,3.--- 
+ Lax) (因此 J) fi PARE EE : 


Q1) Jgs] = Ini n=l, 2, 3, 
dir Xr Lm (2) OTR ARE On Das IRRA, A k= 00), IFA 
RER 9, (2) 称 为 是 A k ee, Appell 第 是 4 型 0 的 特殊 
集 ， 对 于 这 种 集 来 说 ， 

LX) =Cm q0, m= 1, 2, 3,--- 
cm 都 是 常数 . 如 与 了 HAAR 
| J (E tc 二 cd 二. 
AIFS AP H E) 为 
12) JL (D]—1. 
T HÆ g, (o) AN TER ER 2,(n — 0, 1, 

…) 的 一 个 性 意 和 集合, 使 #0, 分 

AQ~D at", 
H c 
(3) AHO TS gy. 


iem casat urma Lee han A a Eppa = daka eee Zee 


ot aL x* SEK 235 
Meixner (1934) SHE R-- 2E BEWRBUST AE LBS 2e t IE 2E SE 
a) (5à 19-12 tf). 
Wright (1932) £t 
(14) (1—2^5(0 fer i)- X Gn (eye 


OE, Deak D(t) 在 |t| <1 时 正则 ,他 求 得 了 gu Go) 6 noo 时 
BR. 
Huff (1947) 及 Huff-Rainville (1952) 征明 :如 


(15) F (2) = Sa,e"/nl 


且 

(16) $f) = È bat", 

Al 

UN bOI) =È ne) 
在 而 且 只 有 在 


(18) f (2) = oF (Br Bas +++ Ba oe) 

时 定义 了 一 个 4- 型 的 集 2. (n). 此 处 oF, RR OR CR, 
第 4 章 ), Br Bu a 部 是 任意 常数 ， KFT) WA BEES SE 
thse Huff (1947) 及 Brenke (1945). Rainville (1947, 
BR) HESS. EL pit HD ET oxp £ 的 特殊 情形 让， TA 
中 的 ga o) 38 RE TO: 


ae a- € (E -x e.c. 


ATEM, HA 19-1015), 19-10(16). 
Rainville (1945) SEM: de 


(20) H(a)= E a" fn! 


236 高 & 超 X m X 
A 


(M) Gle, t) eH (at) => g,(aye/nl, 


2 

en e -R(D)ee 

Q3) agio) m alala) — 0-10] n>i 
e) X comae = TE 


CADA A 


k-u 


Fasenmyer (1947) & mEEH: 如 
(06) H(z)—- Y am. 
naj 


剧 
1 一 4 = 
QU 4 Fed 一 Z gu (x) e 
其 中 
= —-njitn-- 1). E 

(28) g(x) = 这 es dele us 

da H Gc) Xj BE RP, CRLEREU ME) , 则 每 一 gn 变 为 
FR NABH far 

K. P. Williams (1924) gig TREE O (2t +t), eA D (2) 
229 EB MUR La ES ROME SEE Ld SK Te eg 
qe, 

Truesdell (1948) BE [A FP (e, o), CHEE 


(29) a Fla a) = F(z, a+l). 


特别 是 Aba SP Ree: 
Filz, o) AR t ity Taylor KERZE, Hl 


tag Som 237 
(30) Flett,a)= Y Fle, a m)t'/nt, 


WEF o BST sg fil 2 == 25, 有 

F(z,a+n-+1)_ 1 
(31) mae PFiz,atn) k kb, 
IMARA- TEE hcl, 使 得 ,对 于 (此 处 |w| c) 883 — 
x | 

(32) |F(e+éw, à) | «e*t tS 


划 对 于 RI HE, 


(33) Y Ft, ata)w"=| e^t FP (z A-T1o, a) de, 
ned » 


只 要 车 数 在 一 包含 固定 点 e, 的 域 上 关于 = BR. 
Truesdell 的 男人 外 一 些 定理 是 关于 下 面 的 简 数 的 ; 


(34) E Fie, a-nw. 
PAAA T- Ru eget , 53, 19-9 —- 19-10 8, 
19-4 特 号 关系 


时 期 的 奖 献 中 常用 到 符号 关系 OEE EO d 
FRAC HHEN. 更 代 交 献 中 ,对 这 种 符号 关 肝 已 很 少 应 
HR. Eel FF. 

PAARE Rainville (1946) IE, WARE =., 3E 
FERN BOLT A Sin B, P, H, LER TB, AT FR HT 
REA EM. Kb, 如 以 B, Bernoulli Ee, EA FRR EA 
EX: l 
0) :(é—1032 Bu, 


n-ü 
BEA 
(2) Br) GB) 


ee en eure een m o 


238 LEE NES E He 
Fer 19-2 (33) 式 的 Bernoulli 多 项 式 JB, (2) WORRY 


(8 B,(x)= > “ Bas. 


RER Sean FE (1) € 19-2(33) ETE 

号 形式 为 
(et — 1) -1 ung 8? te™ (ei — 1} “leagh N 
EE ME 
gB 3 te pth gP ptT BIS, 

比较 六 的 系数 郎 得 (9. 

局 理 ,如 LL, (x) Ar RHPA, 

ae (opel a, 
(4) Ze) =} Klin a) 
又 如 P 为 太 葡 勤 上 特 多 项 式 , 则 关系 式 
5) ZLDLP()l-eL5(—1)--LG-r1)]" 
HEF 
int Afa 

O eT Det). 


k-ü 

关系 式 (5) 及 (6) 系 由 Rainville (1946) 所 证 明 , MATH TIRS% 
于 漠 米 特 , 勒 上 特 及 故 甘 尔 多 项 式 之 并 的 类 但 关系 。 这 些 关 系 的 
fhe WBE Dy FE VEGA 

在 差分 学 中 常用 符号 E WAAAH (Shift operator), E 
下 标 ( 臣 任何 其 恤 特 定 的 变数 ) 境 加工 例如 
N  Eg,—9..5 EI Inn k,n=0, 1, 2, --- 
NAT, BOR hos BERE 


(8) > (ayer fal 


Wey 
(9) giri-t* — eFLET (2). 
-k ma X G3 E WE ASS AE ae ee 上. Friedman 
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| (1952) PERSER GA ES A m 上. 葵 定 * 的 任 
— AK, YER doe S ed oc goi, 并 将 EAT RRO 
式 上 ， 也 就 是 说, 如 
10) fle) =a, (x) +a, Fy (x) + 
MEX 
al} Ef(æ) =H A +a) +" 

所 有 其 他 变数 (s, ty,…*) 不 受 EB, AEG E ee, SR 
一 变数 2 RENY AEE S) 上 的 算 符 ， 
SPEIER 
(12) yaa (2) = 32H, (x) — 2nH, (2) 

wi, (0) = 16 (a) +A, (c) 
Bd Ji AELA = WARE (10) 中 的 画 数 7(z) Be 


(13) af (x) 一 a, Ho (x) 十 > [14a, i 十 (n T 1) 8,44], (x) ad 
AA) ARE 3) 8 

(14) zEf(a) -Eafl)=f(z). 

像 圭 外 式 那 种 一 个 算 符 之 间 的 关系 在 量子 喻 中 有 重要 的 意义 F 
BEE a 不 能 变换 ， 但 我 们 可 以 不 包含 x RE 
EE E 的 表述 式 , 而 后 相 加 .例如 ,从 

Q5) eH (2) = Y PH, (ot /nl ets 

AR 

(16) | exp (ist — 140777) dt —2a'5y exp ( — y*s?) 

UWE Rs, fF 

(17) ym) e" A, (x) = Zyn > (—1) * H,, (2) y?*/5l 


48) = | T exp iat D — Vof2y-2) dt 


240 [1E NEM NE NE. 


Amy i au 
a» = Graeme (i) 
Hog (UT) A (19) 可 得 
(20) w^ exp (ur) * (- DG, Gr) yon /nl 


Heeb w= 1 一 gy? 
19-5. PRR 


BE ae nf FA VA Ai d SUC CB) 在 m— oo AY ara HERE 
其 效果 奥 好 .如 


(1) OL. 


Hot ABR ACE ES, RI G (E) DEM ai TB FR  RETH 
yi eee Oe RAT RE, 在 7 TRC Sus. 如 CO £ 
&b sbi sie, HU OE) EBAR, GG) 在 |El ACE PEEL USE 
Yd oy FE n RACY OPER. 
Darboux (1878) 首先 研究 了 (的 有 限 收 敏 后 征 的 情形 ,其 后 
有 很 多 作者 作 了 这 一 研究 ，Darboux 的 方法 由 Szegó (1939, 定理 
8-4) 刚 成 为 下 面 的 一 般 性 定理 : 
ae GC) #8 [e| <1 MEN AERE EAE al | 二 1 上 具有 有 有 
限 数 的 不 同 奇 点 


(2) ei, gis, en eier, 

RUE ei" A 

(8 EW) = E APU tearm, k=l, yr : 
Lin] 


此 处 5,>0. MERK 
. A M Gy tron, en 
(4) > > cp 人 * n Vine * 


w= ķ=1 


Ak FOE TE 4, 的 渐 近 展开 式 : 如 龟 为 一 仁 意 正 数 ,并 设 在 


ErhE 8 mH 241, 


ARE & 6518 , HF BETON XE n— HET 9,, ARE 
HOW). 

fE— B IRGUAC TE RAR E t = Re ti tty 1. Darboux 
BAH BY AP. 但 收 化 网上 指数 奇 点 的 情 
形 就 很 困难 。 Sehe Perron, Faber, Häusler 及 近代 的 Wright 
(1932, 1933, 1949) HÆ, Wright 还 烈 出 了 早期 妇 献 的 参考 目 
ER, 

Darboux (5 5 ERU 9I UN FOAXESSURLIE oc 4 JEUX CARE UE 08 D 
ER TSI PERS PE TD. donHUREEDECH SES EE ARS 下， 
BRASS —BHUGEC UT OR EPS, Plin, fcio 
项 式 可 由 19-4(8) 生成 ,也 可 由 19-74 (20) 生成 ,而 Darboux 方法 
FY DY HIT Ja — BEUSAK 4B ABB TBH 

A BBE i BEA EAL. Xp ee 
TER T, BEG BASE Barnes, Lindelöf, Watson 等 的 作品 ， 
Ford (1936) MAPE REIF TR Soe 2H) 1936 年 前 的 天 部 分 
SCR, Wright ME T ae ARH BR, T Dt es 


“Pia hd B EORR d cee, AERP BE BEC AR HELME TER 
度 为 先后 .我 全 制定 了 画 煞 的 一 个 "体系 ”, 标明 于 区 月 之 中 。 3 
ERSTEN RE ER ARE 
有 字母 次 序 ,但 在 疾 制 自 儿 时 , LAP TA Eg, 依 此 可 帮 
PARSI RMR, 我们 拒 一 个 参 变 数 的 画 数 看 作 是 比 主 变 
数 衬 或 上 的 类 似 画 数 更 为 幕 林 的 画 数 ,因此 ,， IHN He HE 
(1— 225-05)" 的 后 面 ， 我 们 把 一 代数 西数 的 积 及 一 指数 画 数 C 
DREIER DREIER IH. 

在 每 一 开头 的 地 方 , JOP ABTS scm, RES 


eH eee ee ep ee mR cE aed ne 


242 高 um E E He 数 

EDEEM. BE JP GT Rer BE BY Be, RR y d 
XX HLOUR A Be BL a Be, ATS FUN a 1 E. 

HAAS OTP EE Be a HA . 


19-6. 有 于 图 数 与 代数 面 数 . A 
， 1-8 < . 
DO Peppa t? à Wm 


此 处 Te) E 10 ISAS, 


Q() -20-3ü-a)-—» Pe), k=0, 1, 2, ++ 


G) saco), 
此 处 gr? (a) RS 
Leeper 
BAHT oe PARA A Kk 次 Oesáro 均值 (STEM, FL Obreohkoft, 
1934). 
(4) (1—2te +02) -K= > P, (z) t^, 


BEAL Pla) A LASS IG CR 10 33). 
$ WIS gS tale) 
¢ Tome pe A nti (2) 了 


此 处 Unn 为 第 二 类 章 比 雪夫 多 项 式 ( 旬 第 10 章 ) . 
© | Ee BR X (2m 4-1) P, (2)t*, 


其 中 PL) 为 第 10 章 的 勒 上 特 多 项 式 . 


(V) — (St 857 gt, 


nx 


9, BETEERER- TIREMEFABMITRR Pincherle 
(1889) iH, P. Humbert (1920) APF (1 — 3t +29) BIER 


TI"--——  —— eg ep em i d 7 
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成 的 多 项 式 . 


i+: vo 
(8) (1 -H — dab PENH Dy gy (m), 


a T'(k4-n — $1) Qv+1) 
O eO7X Gr a en 


其 中 P,(e) 2h v KA ESA, BH Rek> —1. ‘BAGH ET 
HE Egg DE6957J8 E, Gronwall (1914). 


(0) ra) lamp = > ga (E)E, 


GD) gol) en PO + Pn OI. 


关于 应 用 ,可 参看 Gronwall (1914); #5 (8) HERE. 
(2) (1—22t4-0) — X Cz (t^ 


式 中 Cz yas HR DEOR SX, AM 10 38, 11-1-2 节 及 Gegenbauer 
(1874). 

B w= (1— Rett, BY 

2* ov (+a), ja a 

(3) anapo BD tapi 0 095 
其 中 Ch 为 第 10 FS ase ie Ay HR (12) R Szegö (1939). 
(4) (1 Sat +-3yt2- £9) " = SS H* (a, y)t*. 
Hz AAT TR PURO h Devisme (1932, 1933) Bi. 
Q8) [1-2*-- (et) "H= Y nezet 
关于 ne? TUS E. Devisme (1936). 
(6) (—20'-Q tat) =D (o). Fn bier a)th/nl 


Bez FR 2-1 85. mug bby) A, Gordon (1929). 
w= (1- r+), Bl 


24 0 高 o4 E @ 图 X 


an) Bei 1 (1 ios bp we) (A rer) YS PE (a) tn 
(18) -X (Dx p (a B-En41, —n; atl; 4 — Mz)", 
其 中 PO 为 雅 可 于 多 项 式 (AS 10 ER 2-91 E, 中 有 公式 的 
TH). 

afe 
(19) arm (e 
icr 
PEE 


nl 
T 
(21) (5) NI 
AR 2 的 二 项 式 多 项 式 . FH) Be AZAA XS. 出 


= 


Abel 在 18%6 年 作 了 诺 衬 的 征明. 
i? I 
(22) (152) =. 


R) Ren arten D 


n=1,2,3,--- 


(24) =2aF(1—n, 1~a; 2; 2) nz. 
ipik Ho2—-1 88. Bae 04 Mittag-Leffler (1891), Bateman 
(1940). EBEN Appell 28 19-3 (13), A (f) =1, 

Ltt 


(25) (ia nn =È ga (x) " 
Ji A(t) = (1— 0) 1, JA (22) B 19-2 (37) — 19-2 (40) BY 9, (x) 8g 
Bist. MFA Pidduok (1910, 1912). 
+y (y g 
6) Geil -—_] —i] = g" 
G5 Ge» 1 -Ee«o 
A Mittag-Leffler (1891). 


(97) EL Bt (ay tatt +22) ] ^ = S gu (22, 
neo 
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g, (zz) iis. VRBES E 


Q9 g,(@+9) = > gr (2) Fyne (9); 


(28) ska fa — Ps Ae E aS HA Fai hp EEE 
定常 数 B, ae, Oy, … 而 求 得 : 
(1 +B SS on: 2E 
DES 
Srk: René Lagrange (1928). WIS TR M Appell 型 
19-3(13) 的 . 
&EOG—GC(x2) 为 方程 
(29) 14+2¢—(1+@)*=2# 
的 极 , 上 共有 展开 式 


(30) G(x, i) = X a. (Of^/nt. 
LT 


' pat 1 十 2G 一 (他 十 十 中 -3 
(31) a.) u [ : = | ka 
Bog =24(1--2)-%. Barnes (1906) 应 用 这 一 9.(2) 来 研究 
= P(i+nx) „ 
n= EET ° 


在 2 oo Bp HORI PEE 


19-7. 指数 南 数 


a) GD" Y ans (eymt (mn)! 
其 中 Lx 为 第 10 RGAE RISA, Truesdell (1948). 
(2) exp (2x1—29) = S H, (2) t^/n 


让 处 A, 为 第 10 BAW KSI. 


reads seems imde -rr epe SHR > rei pe men Hum em cree Rene omae rn on de emi rot te 


246 = NE NE AN NE. 


hr 2 -X ga (2) 
d? 

(4) Gan (x)= A der (em ) 

(E Humbert, 1923). ga (2) 具有 如 下 性 质 ， 


* n 
f tet oda rar (dao 


8 —0, 1, 2, Dea. 5—1 


m 


©)  -07ex 


(5) erp [Keti] E a), 


其 中 J (a) DERRER J 7 38) 
(6) exp {elweté— (u) 1j/3] = > See, 
D Inna) 


TP TT o F4 mn-F1, 24-1; 一 =*/27) 
其 中 0 fs RRR CR. 41 节 ) n m doe Gi, HUN (7) SG 
个 应 为 


© G/B" E RTELCOPUIYG 
SOT ME RHE 
rer Y PU umo 


ax? doi Be axdyde 
-EBRSN Hi, R. P. Humbert (1930). 
40) exp[(t* —uv)az — 0/3] = > UP y, mal) 


hm, nap 


A, Devisme (1932, 1933). 
aye T 
AU AHA) 941 rt 4 4£2) ex (pa) X H, cp T 


Jt Ab du n BR, RU Lin, dar HA A Eatin Mg. H, 
为 第 10 ERRESA PEEL (2) X Szegó (1939). 
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(12) (1-2) #exp (让 人 = > LZ, (2) ]* UM 
JE vB AY, 25 (2) 88 UE OK qe & IR SN LE $8 10 E A Tohebycheff 
(1889). 
a3) ü-5-3 oxp( en. 三 La (wz)#, 
其 中 Le (a) 为 第 10 章 的 广义 挤 甘 尔 和 多项式 ,并 上 见 Szegó (1939). 
(4) exp z= pA 


an E "T 
(16) = (nl) 1( — 42), F,( n, 14 — Hn, 1 — jan — Ar?) 
式 中 [Kr] En RR = jgn, 在 7 为 奇数 时 二 42 一 34, VP. 
Jo ER SLE IUE, Sod NL 4-1 Gi, 关于 它 在 电子 理喻 中 的 应 用 , BR 
Mott (1932). 
(17) (1—2zx0-75 exp {24[1 — (1 — 2zty$]] 

一 > o Fey — n, nti;  Kalte/ni 
式 中 LE, RAREZA, A (18), (19) 及 Krall-Frink (1949), 
Burchnall (1951), 
(18) (1— Sat) Hl -- 34 (1 — at) 4] 

Xexp [i bz ![1— (E —2£2)'$]) 

一 > Yn (e, a, 0) P" In! 

其 中 yale, c, b) 由 Krall-Frink (1949) jit MARRS 


. n e p» 7n 


式 ,满足 复数 纪 -平面 的 单位 出 上 的 让 交 性 关系 ， 关于 (18) 式 的 证 
WHE, Burchnall (1951). MARAA: 


re ROC t) 


=F n, 0 一 下 十 3 ~ 2/8). 


248 a EE EN NE: 
(20) (ba, a, b) = a! Mte PW, eas pogana ET) 


SER: QFQ RES 4 Bis WOES G GR HER 4-7 BR (AT). 
(21) (—-2)* exp (5-3 È g4 GOE", i 


GR) mo X CIL un ere La) 


lel 


RERA (13) Æ 2-1, 6-9-2 S, L794) BVA, 2G 
Wright (1932). 


TÉ on 
te 7} Baat” fal 


(23) 


(24) sui > E,,(x)t*/n! 

其 中 Bu(z) RABAT, Ly (a) de n AUS, R 
(25) B,=B,(0) 

(36) E,—32"E,(14) 

此 处 B, REZAR (RR 1.395), E, KEIR. 

QU) B@=> () Ban i 


p=0 


ed) BD). 


ATAA ER IRE ERR BF Fort (1948), Nörlund 
(1924). ATHER E (30), (84)-(87) 及 GD. 
ei* —] = 、 
a-i 2, ga G0) f^, 
jt Ab o, (2) SHS AeA TIEREN, (23), i 
Hermite (1878), Berger (1888) ]. 


30) thet > BL ui ! 
-一 -一 一 一 rin 
99 Om 


(29) 


"re" 


tne we 249 
1924). 有 几 个 特例 为 : 
(81) BS (x) =- 全 (s — 3) (s  2)--- (s — n)ds, 


Qr) BUN) = T - (s — 1) (x —2)--* (zn) Fa 


Bi (ay) - Y (")e@—») e (n ED BSP) 
r= 
:十 "a: is , 
(33) tet «(£5 1) Sri ty af?) (aye [rl 
此 站 ul 3€ ps0 Bt a RY nm KRETA, 40 pec RU 
eX? (2) 92^ B, Cee) 
此 处 B, (x) 为 柏 努 利多 项 式 [ 见 19-4(3), (23) ]. BAB cof?’ (x) 可 
EIER 
Binz, COST i=1l,2; 3, +. 
HRH, eb n, 为 方程 
b cos + p sin b= 0 
ROSS 2 PRR, EPR Rie A EXT EIER 
WAHE ERVE, FF Koshliakov (1935). 


ee _ 1)... fetta bar 
Ge (TTE ene Y, ZU rs apnd 


(88) 2-7 (e*:-- 1)--- (e£ 4-15 e7f 一 2, ES (| wy, co. opt^/nl 


64: co f? 


08) Ga RLY OAD, Bi Glos rs opt 


le 
(7) UD (UID -X EP (axons, e opta 


i=1, 2, 3, 
Ap BLP 及 BP X -iR FES AUST ES? BED 


noe m t 9. 5 m y 0B 7 n 


= + c» a 4s 


Nörlund (1920, 1924) . 


SE DR MR PE ee 
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(38) (e —1) (e 1) ,ne 
nai 


09 (m-pa E Mw Gn 

Lmachenetzky (1884) HAT Bu, nn Pann rel he. E 

fij (34)- (37) “aay UE FIR BURY Beh EHRE 

3, FF Nérlund (1924). 

(40) exp [atte ]= Eg (e)ta! 

Mahler (1930) 用 gp (22) 来 研究 不 完全 7- 画 数 的 零点 [ 见 第 9 章 

及 (41), (46)}. 

(41) exp[at-Fz(1—e)) J= > at? (a)t"/at 

式 中 的 gi? & d Toscano (1950) HEN. 与 之 有 关 的 是 Hilh 

(1922) 及 Mahler (1930) 所 研究 的 画 数 , 23158 (46) 及 (40). 

Toscano (1930) 列 出 了 早期 的 大 着 文献 ,其 中 ot aod e He 5s di 

ARAMEAN. Toscano (1980) 的 一 些 辕 果 是 : 

U) g(a) - d =F oP). 

HB (42) HT g 与 Truesdell (1948) WERDE 85 XR. 
gi? (2) Ba Ka t n REAR: 

(43) gf (m) irre (s z)ec 

du A, 为 下 式 所 定义 的 益 分 算 符 : 

(44 AFl =f(6+)D —F (a). 

su 

(45) g(a} =[exp (rda) 14^ = » c» x" dna, 

Toscano ABT g(x) BEARERS AA Lo. FIR 

RRR HENT TARIE: 
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| eT S (zu) g(r) da = (— 1) "ue "gh ttn Qu). 
n . 
Whittaker & Watson (1935, p. 336) BRE JSAM 


ego — r) 一 > (a 4 m)*z"/ml. 
m=0 


(46) exp (ef — tz) r exp (sx —e" ds =F la)”, 
$ n-ü 
Hilb (1922) S NIFI g. (x). SEIS BE 
(47) u(xz-FLl)-—zu(x)-—h(x) 
的 -一 个 解 , 此 处 A (x) 是 已 知 的 .Hilh REB, Tee A (x) 的 条件 
T 


(48) À e (M9 (2) =u (a) | 


是 方程 (和 0) 的 一 个 解 ， 此 处 =h(z); 而 pe X hle) o B 
x. 
(49 e(t) = > a7 (5 D) 7 p, C) 2^, 


neg 


此 处 p, (2) E10 章 中 的 Poisson-Charlier SA, HR Szegó 
(1939). 
(50) (1—4) et exp [z (2¢-+ 29/2 4- 085/3 4- ---)] 


= > gy Cc) £^, 
aco 


此 处 ga Cr) HAX Appell 19-309) 的 多 项 式 集合 EHI 
[Lors EI 


(81) gy (a) -2 pn Tap Com z; =t), 
Sylvester (1879) PÆ TT 0. (2), HREM g, 04) "T JH EAR 
fi ln RS RB RP A. DRE. 9, (18) FT 
用 以 计算 关于 二 对 角 戌 都 成 反 号 对 称 的 4n RAT AK BAS AR FIR 
EH. 


252 高 类 超越 B X 
(52)  (1-F£) "*e*(£ — gt) = exp [z( — 19/3 +i#/4—---)] 


= > Gn (2) t^. 


neu 


Bb sh ga (x) 是 19-3(13) 型 的 广义 Appell S£, SK SRK (R, 
第 10 章 ) 有 关 . 'EAXEBDK E TH X UE PES LWA RR 
"[£3i Van Veen (1931). 


T 
(3) (1-8) (5) e72 


= (1—#)- exp [z(£2/2 4-2/34----)]-- È glat. 
此 处 g(x) 是 19-303) 型 的 多 项 式 的 麻 义 Appell 集 ， 系 Tricomi 
(1949) 在 研究 拉 上 甘 尔 多 项 式 (是 第 10 章 ) Meat Pr RI Se. 
FEARS. 
(54) (n+1) Saat = (n4-e— 1) In-ı F Egnen 


(55) et (bat) t = È (=A, 
此 处 A Co) 有 时 称 为 Appell 和 多项式. +5 19-3013) 式 所 定义 的 


gr) 的 一 个 特例 有 关 ， 因 为 ,如 命 
e7*(1--af)"! = exp {a[s log (1--s)—1]) s=dt, 


T 

mature du) mant S amo 
lim È Pa =e, 

Ec Pa TUGBA IAL, Appeli, 1880]. 

e» (aà Gr 


此 处 Bi 是 Bernoulli 数 [ 见 第 1 章 及 (35)] 的 推广 ; BY 是 2 的 
n KEA, Æ R. Lagrange (1928) SHAH — TAN 
19-620]. 其 他 母 西数 内 19-8(6); MR An Fl Nörlund (1920, 
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1924). 从 BO FAKE JS [ 5. 658) ] 可 得 Stirling 多 项 式 . 


(58) Gase 1+(2+1) È yr, (2) t^! 


此 处 s (7) 称 为 Stirling Sisk, “e's Stirling $ CP K CP 的 
KAX: 


ee) end, 


(60) NUM band), 


Ab, y= Lg. L4, Stirling ZH lt FRE hh we 


(61) OR S, ehe | (wi 
s (rein 
C ee s?=1 


(63) t= — F giai - Ee 
(D, 的 定义 见 2-1 88, WH: N. Nielsen (1906); Nörlund (1924). 
FR (57) X 18-8(7). 


(B) G-H exp (al 1-2) #-1} = S e Qn 


(65) gala) — (nl) ze” [xml (agile) 
| (66) (1—12)^ exp (z[ (1 55 7*$— 111 


= È (n+)! p,(2)t"/ (ent)? 
mie MD 
iro ara [aas] Oe | 
F (65), (67) "PRI gn Pa 在 双 曲 弄 微 分 方程 理论 方面 的 应 用 ， 
#323 Courant-Hilbert (1937), pp. 291—398. 


(67) p,(2) = 


-o mame SEPP ET EUR 


am n o men one 


254 an om Bm 数 


19.8. NAH TARR REAR, 
RERUDAE S NES RECEN SY 


1—-ü-5* = 
(1) Sane 2, Sass (a)? 


(2) Guan (we) = (mt) [ u(1—u)«-- (6 —1-—w)du 


B Appell (1929), Jordan (1929) X 19-6(19), 19-10 (14). Way 
用 于 Xn 的 计算 上 ， 


(3) [log Q-H P0- =E Aata! 


k=l, 2, 3, ~* 
Narumi (1929 Fee AS 在 zco 时 的 渐 近 性 态 . Ped, AUG) 
是 Tín4-f-- x) 

Pinti) 


EW t BORER RR T A AE BH fa: E E Oe [8] 
j2(<1 LENNEM E [2| — 1 bi ROB — - EUR RE E 
(2 —1) 及 类 型 的 奇 点 - 


(4) [1—clog (4-177 Y o, (eye 
OMNEM COL. a (ernan Rev>0 


此 处 (7) 为 Xz 的 4 次 二 项 式 多 项 式 19-6(19)[ 见 Lerch (1905)]. 


Burn) t^ 
xen nt 


此 处 BYP LA 19-7 (57) EX; A Nörlund (1920, 1924). 


(6 p= log (14-5 =x X 


(T) [-ttlog (L-0]*-1- 2t V di, (4-0), 


此 处 由 为 Stirling 多 项 式 : 见 19-?(58) 及 Nielsen (1906). 


ay 


t-A pag 255 
(8) kte" ose (kt) => gn Cr, RYE", 
neo 


如 fid tur [ign] = LL Jur? Sy ep Be, agr [M4 n]—l!in—M. 
RER bs, EAH 


(9) E 5,07 =t sech £. 


it 


出 
Hn jet aM 
(09) g,(m k) 一 之 bom Taimi 


KF RRR AR EAE M FP ES IS fe Se SB UE TUI 
HFE, JEA Léauté (1881). 对 于 —A<a2<k, Appell 
(1897) FEB 


Gan (2, K) =2(— Dr > (— 1)307" eos (Imz/k), m>0, 
ix 


Games lan E) =2( — 1) mtm tm S ( gy- sin (Ink). 
ii 
ga 与 19-723) 式 的 Bernoulli SAREH, 


TRES 


inch <= a 
(11) uhi =} gn 2)t^. 


ixk— X [4b 19-7(23) A (Bernoulli 多 MR), Whittaker 
(1933) 租 它 应 用 二 解析 画 数 的 二 点 展开 上 ， 


=]; 
qa)  _ Yaw, 


cosh £ 
KA 9, SENSARFELR 19-7 (24) 及 Whittaker (1933)]. 


(23) (aa) cos (a3 — 2214 BT, s (mt/al 


e re Er rib ashe ee rm re 


256 高 * 超越 图 ox 
(14)  (Lqmr)-* sin (x? Int) > San tt/ nl 


此 处 (az 为 了 赔 第 一 类 具 塞 尔 夯 数 (RETH), AX 
BR. Glaisher (1873). 


(15) (cost)? = Y e (0%, 


ET 


(16) (ftuünf)*'— 2 s, (aye 


RTE Bernoulli Sie E88 MAAR cu s. 的 其 他 性 质 
Ka, Nielsen (1914), Nörlund (1920, 1924) X 19-7 (57). 


(17) exp (ztan-1?) 5) 
BB 19-6 (22). 

(18) exp (x sin™ t) = È g(t. 
(19) g(t)=l, g 四 =x 


CO Gele) mg Ge) (44) La e Q2) 


(Q1) siam) = ESI oo 209-12) 93? 4-32). La? - (2k — 12]. 
j& E 19-3 (13) 型 的 一 个 广义 Appell 46, B A) =L. 如 命 
sin =t, $146 (18) xt d GAP, OV ATER g. (7) 的 显 式 . 

a) || a-»:a-27«|- X «co. 


X, Mittag-Leffler (1901) Æ 19-6 (22). 


e» ev (PHY i] Rs 


4, Mittag-Leffler (1901). 


1 oo 
(24) e f e "ut dus —6 > g,(0)t". 
l~i a= 


th HH 257 
FA Rogowski (1932) 


(25) Ü (1 -- da) -X "NOI lel<ı 


(26) g, (x) er ll (1— 2571 
i=1 
RF PER RACE ERBE, A Oettinger (1867). 


19-9. RETEA, GHLAE 
(BERAE mE) 


ACG, ABER Re T RRE, OR e Be 
情形 用 第 6, 8 RAIRE. 


0) Soll (ae? 12034) EEO 

BIET 3€ Truesdell (1948). 

2) (EAH (abe) 4] = Daten, (2) (N) "m! 
FA Truesdell. (1948): = 


(3 (xt [2(z- pit] — > Maung, (x) i /nl 
AA Truesdell (1948). T 


(4)  eW[t1-29- È P, (2) t*/n! 

(B) eJ, (iz) = X (1 — gà) P. (1.— 22) 4)t^/n1 

( EHRE Lem 

€) Lr Dn 29] E (nt) Pe 


此 处 Ps L, 袁 划 上 特 及 拉 甘 尔 多 项 式 ( 见 第 10 章 ) . ARS 
老 : 关 于 (4), (5), (6) A, Rainville (1945); F (7), H Bateman 
(1905). 


258 mod EEK 


© WF Dem -= E o, 


此 处 Lo 为 第 10 A GU BD HFR ER, FS Szegd (1939). 
(8) et eT (3589 = X x^ LS (xz titr (atant i), 
其 中 Li 为 第 10 SLEEK, TFR, Truesdell (1948), 
p. 2. 
(10) e* FP, +a; Uf? (32 —1)] 

me" [Le — 27) ]-*J,, [60 — z2)4] 

=F [(2a--1),]-1029«(z) i* 
此 处 Cz 为 第 10 EB eR RAIA; Fd, Truesdell (1948). 

- Ma ow HU 

(11) e¥(at) VJ, [2 =È Fatai) 
此 处 Le 为 第 10 EIER; R Szego (1939). 
(2) oi +a; Li(z—1)] Z8 t(l] 

=P (a-+)P(B+1) (Ki) Are (1 — 2) (1x) He 

x J, {E261 — 2) 85, (2: (e +1) 4} 

ow Peer 

“Za +), ir), 
此 处 PP 人 为 雅 可 比 多 项 式 , 起 法 网 第 10, 71, 2 fr, MEUM R, 
Bateman (1905). i &— 8, WANI GL By SRR RA; 如 
ac B0, H PLI" 为 勒 上 特 多 项 式 ( 风 第 1033), XX O2) EA 


(13) Putz 十 有 exp[ 声 (3 十 坷 ] -X (7) D, (ttn, 


it Ab Da (m0, 1, 2, ---) 3y UL HE m BEL 8-2 gi Zg Prasad 
(1926) ]. 


、 (0), ©) un 
(14) a) Fi (nies -这 = 并 X Yee, m 
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tah p MEE LARA XD np dbR £OGHGX. BH: 

Chaundy (1943), 

(15) (+42), P, Ait 
(cpm (ne Fs) 
32chz3 5 dati 

. anas i [eb 3 g : iran) 

2t (1-1- 4£2 — Set?) 3 dv 
Grat AC 2 a) 


=> on 83 H (an) tn 
Ab sm n eC, i Len, an HAH, Mi=kn—%, H, 
dem 10 BRAKES HLA, B95, Brafman (1951). 
(16) e^ LF,(—b,a-4-1; x4-£) 
(25-1), 
=> (eu 
A Truesdell (1948). 


Pb, anti; 2) cp 


19-10. Y-Hasc,E EEISEUR BMH, 
BRUM 


SX PR: P. (a), ABI F, aF RS 23€; Po 
LEER UPS LR 
o i -S pery 
® & S AL 19-8 (3); HE Narumi (1929), 
(8) (A Bite + t) pe [ac] 
xA (cem 


7 


) Pe (aye 


(3) (1— Bete) pe [asl 


= 507) WOED 


260 高 £ 超 超 KH 
(0)  f1—8—2(1— Tr — 224] 


=> Petr (2f ln} 

2 Hoe n ——— 

C) ABl nnn 
— $ Pr, (irn! 


A Truesdell (1948). 


(6) REIP, CE P, 32-X P (cos £) P, ( -2n Der 
其 中 
(MD R= 0 — 2 cos +729), 
FD) =F 9. etl, 14 142; 1, 1; 1), 
此 处 P. IH LRR P(n=0, 1, 2, …) ZIEH, 


第 3, 10 2); P. FEN NEE (OR, 4-1-1 Bi), Be: Bateman 
(1934), Rice (1940). 


(D pics Mss — zi - 07] 


— Pn n--1, 6; l, pi a)i, 


此 处 Fo SF, BEREITEN. BH, Rice (1940), 
Fasenmyer (1947) ; £F FL 19-3 (27), 19-3(28) 24-7 Ei, 
(9) (GHri Hat E, Late +a 
36(z — 1) (1 一 从 -2] 
c Tat) pa, a. 
Ej ene 
ao A+A er + + 4B, 1--34a-- HB; 12-5 
2£ (2 4-1) (1-2) 71] 
1--a--B), 
2$ (e+), 


poe Te 
A ar, Peewee 


n T P EE 
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此 处 PPP? (2) DT EEG FE ARLE 2, 10 
Xi BETA Watson (1939). 
aD (at) F4 5, 3 p-F 14; Vaca; (2 — 1) (1— 2t)7?] 


_ < (Pin ui n 
=È Garros 


此 处 Ce 为 第 10 BAR, $4, Brafman (1951). & 
Xt p AEM, dm a=0, Ai] C; aco b EA AZ, 
(02) ,F,(p l+a+8—p; la 24 —Li—bw) 

X4F,(p, 1d-ad-8— p; 1-8; l4 -- 14$ — kw) 


=- "uias on, 
其 中 名 二 (1— 2at-- 8), PC ea 10 BEGET LAK, py 
(ERB. BH; Brafman (1951). ZE a= £ J a= 8 一 0 的 特殊 
情形 下 ,生成 画 数 是 蛙 种 球 多 项 式 或 荔 根 堡 多 项 式 的 懂 数 及 勒 上 
do A ESR Ay Ul FES 10 章 ) . 
43) [F (a, 5; e; — t) Pe” 

>> A [^ MM d m, 


此 处 FODREAYCEUEO, 齿 2-1 季 ; ,Fs DEEE, A 4-1 季 ， 
2%, P. Humbert (1924). 


(14) fl F (a, 85 Y; f) da= X Iari (2) Der, 


此 处 F RBC RR, RA 2-1 05, se A, Appell (1989). gui 
219-82) 的 画 数 . 设 


(15) e',F,(a; bj, Da; — zt?) 一 > len, 
n=O 
AI TAHL— e. 有 
Q6) (1— DF Mo, Wet ly, a; M, by ba; — aM? (I to] 
-E eon 


1632 高 Z 超 NE ME. 
fi Rainville (1947) Æ 19-3(19). 
(MT) e (L~a2) 4" Film tly, m--14; Yq, lY ma- V4, 1 m 4-1; 
—HAP0-am] © 
c2 nm] 


- p 
BUCESICESS) 2, Para lE) (mn)! 

水 处 P? 为 第 3 SRNR LAM; B Truesdell (1948). 

8) (1—0)* LF lisa; Wa; 4xib-1(1 —12) 9] 


~> Va (n, 0, 0) (a — 1) 7 /nl 
naĝ 
此 处 ya (r. e, b) RELA Rie ZAR, K 19-7 (18) (Rainville, 
AT). FEIERN IT. 
19) (2) RCL, ig: — 4^ (0 220) 91 Y. Heer, 
此 处 五 , 为 第 10 章 的 汉 米 特 多 项 式 。 Be, Rainville (1947). 
(20) (1—8zt) *,F,[34a, Wat 34; ~409(1—2¢2)-7] 
~È Cha H, (2), 
此 处 I, 为 第 10 章 的 湾 米 特 多 项 式 ， 伏 着 ; Brafman (1951). 
1 Ta +++, By; dict 
1-6 b, acm] 
€ 一 +1, 2° ; " 
=} eta or Pee _ ie Ce =| t 
WER 4-1-1 Wü. BE 19-307), 19-3(28) 及 Fasenmyer 
(1947). 


(21) 


F ^ OQ, tht. & at 
(22) | 入 一 从 sa'y fg By -sB 1- | 


= (A; [7 By cr. Oi 
=> aul d | 
m| Pt Bir Bas c Py 


Chaundy (1943). 
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(33) (1 — drt) 42°72. + (3— Act) ]17* 
My ct, 0,1 — —] 
x pF P ”一 一 一 一 -一 一 一 
t [e enbo a | 
=5 F [^^ Cb m, 1-8) — 7 +1, L= 8, — 23 
oe? l-a—n, «++, 1—a,— 2; 


(— 1) nens] AU _ 


其 中 
(a), (otat Cnn I 
4) A = ee MEA 
e ? (8s (3), -- . (Bain al 
Rainville (1947). 


(25) et F, [全 Ut Be ` at] 


=> suf, p m en 2.8. Op =| tint 
ta Pger 


5-0 
Rainville (1947). 
(26) FQ, ð; 1+a,1+ 8; f4 (x — 1), M t(z--1)] 


_< MMCN na a 
~ & +a), (1+8), rt 


此 处 Fy ZEER Appell Ba (A 5 章 ); PS 为 第 10 
章 的 雅 可 比 多 项 式 ， 


19-11. 名 变数 生成 函数 


GQ) Ast) ay Xe ye", 


Stith g, Cr. v) 称 为 近 格 郎 日 多 项 式 . 


(2) In (x, y) 一 > $a) (8) nme nr 


a ran! 


FERS B B9 8g ARB: N J. L. Lagrange (1867). 


264 高 R EEK 
(3) AHAH (1 gt)" 
= N 
= Pilen, =m, -—»,-— 1; a, y)t^, 


其 中 Fy, 为 二 变数 Appell gt (LS 0 3X). Bee; Devisme 
(1932, 1933). 


(4) exp (ay— yt- 13/3) = > U, (x, ye. 


FRA U, MRA RK CRAM) Bh Devismo (1932, 1933) 38 
HE TR SRAM AR 

BU at #U eU 

ex 十 ey B23 DrByaz — 


©) exp labo — wt} — 3 os Gs ve 
(0 sm = Cri EEE 


T(n—2k+1)kl 
DG M dan Dy HB, A C26] lon, A n Oy A Al [Kr] 
= hn l, HY, k — 14 RS Ye RAL, A Hall (1936), 
在 热 傅 导 问 题 上 的 应 用 见 Green (1934). 
Mm [Get ys) t +8?) (122—921) Or 

= » Ü s CTs WERE. 


fe p-1—z'—^ Ht o> 一 好 Hi 
(8) = (pe Pat UT Qatm+n+1) a 
I" ammin! P(2a-4-1)P(a 42m 4n 2-1) 
Qnia patmin 
ez" dy" 
355 Koschmieder (1924). 
分 
(9) h(a, y) =ar? + 2bxy toy’, apd, 4—ac — 537-0, 


第 十 刻章 BER 265 
Aib(z, y) =ca* — bryt a? 
E=ar+by, m-bzrd-ey. 
Big 
(10) exp[s£--s0— 14 (t, J — > H, (a, y= s 


m nmọ rl 


(3) expléetsy— Mw = È Ganley) oF ET 


BYZE RS BIA ND Ae OK AG ZUR, SETS SLA 
AA Rie) Ae ^ EBT AE BL Appell & Kampé de Férret 


(1926)， 关 于 这 种 多 项 式 之 积 的 母 画 数 Kosohmieder (1937, 
1938), Erdélyi (1938). 


KES EB Hk 
Eme. zx: Fo Reh, FERE 
(12) = n" (1-12,) -X (-1st. 


Hj 5,1, sy ay Poy p tn Han mi 的 第 7 次 初等 
SRR. HAO, 1, 2, ---, 4] 
cá 

sd AKALA. Hu 


e "o 
14 — — (log G,) => mi, 
( ) at ( o) » E 


DL G, DES IS E m EID UOS LLTE T. 
ASK, 从 而 能 条 出 以 s, EROS ps WARR. Nun (E— 1, 2,3, 
nd -) RETA, FER 


(15) exp [> (elk) d =i+ > B,t^, 


Ai s 
— EEFE E 
G6) Bn =D iaia inge ne 


He ARABA pe MNA RM uis s cH ea paa e a mem += c 


$66 高 NE 超越 NE: 


SC ARATE TA ASE eB ur dn 而 
(1T) ti ee d- na, — n. 


现在 发 G, Rs, BODRE, p, AUDEX M di 
Q8) [OVIE hlen cns nn 
其 中 


(19) h,(x m) = B. pp 2s cs Pr) 

(20) s, (2 see, yp) = 《一 1) "BA — Pi — Pec. 一 B.). 

各 725, RU (300 5C 86 7E UL SS PAO DDR HET tnt 
的 蹇 的 和 之 阅 的 一 个 代数 关系 . REAA ACT 3] LÁ 3A SURE 
ER E 


= i 
(21) exp (X A ") = exp ( —log Go) “RG 


(22) ew(- >) Be) =G, L 


Wi B, VERRIER P., EF B, WRK T eA 
Littlewood (1940). Bell (1934) &rgf 4E [UE DB, 但 其 定义 稍 
有 不 同 . 

关于 多 变量 母 画 数 , 还 可 参看 11-5, 11-6 及 11-8 和 名 第 ,其 中 
ARREA BR A de OE SX, B8 RE UN ZUR, Appell & Kampé de 
Fériet (1926). 


ame! 


19-12. SERS MRAKHMS THR 


EAU HEH IE, EIS BA ESTA i fh | 

E Less. 
BR Gt) (n —0, 1, 2, Ue) 为 多 项 式 的 一 个 序 刘 ， 使 得 In) 

En ASAR HRE) B-NAFBRERUER HB 

Stieltjes FE} 


Q) [5 eG. dai) = Baym 


E RUP ME Re 267 


wt m, m= 0, Ly 2 … 存 在， 如 果 在 nem TAT nt RU 
9, Gc) MEEA m m= 0, 1, 2, BP IAT N ge Le 划 称 这 一 
系 为 规格 化 正 交 系 (网 第 10 章 ) m da/da = wa) 存在 , 则 称 之 
YUP 9, HA. tin w FER oco Sb CHEF, NEE 
{由 中 可 得 一 由 o 28 BR 9, 为 (0, 6) 上 的 正 变 柔 或 规格 
EZR, Watson (1933, 1934) rz fte T WR 


(2) X Gn (0) g (y) t" 


RRIAGA, EAE gn Ar 10 3E rP Hh XUL RR EAT EC, EHE 
IR BRK REIR SAH AR CEE. Mz 5810 € it ee, 
Watson pIi Bf in P: 


G) X GB Gn 
u (1 — i) dw . 
=i), [I ieyt (2) —9*) * cos w] tE 
关于 


(4) È P(O P, (g)t* 


MAAR Watson (1933). 
(9) $2v-1 e) Fa — ig) (1 er 
(etrn! HOR! Gs . . 
(X X Pind) Ct? (a) Og (y)t 
ed a yay 
xf uU — leyt iL rd y?) cos ww] we 


all’(n+a+ßB+1) — 
Dín-Fa4-1)P(54-B-4-1) 


+ 


(6  9,- Qntat+B+)) 


268 高 d x8 xk EB 数 


1 
ne el LPE 9 (9) T! da, 


(8 u=- aay v= cac 
(9) k= g(t pt l 

(10) y= {[( secu)? —ut-—- v11 — duty 

(11) z= (k sec w)! -Hat — vt ty 

(123) g= (k seo w)? — u*4- v* ty. 


03) [a-a 0-A) IH) 
X Y 6, Pr? (2) POM (y)ir 


d 
a fH- Haus 7, 4458 Je 
t di b v 
xf 全 (= sec 2y (= seo 2y cos [(a—B)w] = 
o E E^ y cos? w 


(14) Me HH" S 2-9 (a) Hy) m 


ne 


Lg (1 一 8 -H exp [ET 一 Se a Te) | E 


这 一 公式 时 会 由 Mehler (1866) 3E H3; £f: Hj, Erdélyi (1938). 


al 


(15) (ay) 4 exp (14 x — I4 y) X Tora) Tala) L(y)" 
rm exp| - Kla+v) i AE eor 
Jh gb 五 为 第 ? RERE EEM. 这 是 Hille- Hardy BA, FF 
H Myller-Lebedeff (1907) . 
Meixner (1934) 确定 了 所 有 的 正 交 多 项 式 gr(z): 基 有 母 夯 数 
形 如 : 


Q6) f(t) exp [auft)]= > g(x) t"/n! 


ern eR FH 269 


HERE E ER YB 
O 可 用 汉 及 特 多 项 式 表 这 的 和 多项式: 


(47) F(t} =exp (-Ki), w(t) =4, = =exp ( x) 
(i) WIE Mr Pe SARK SIAR: 
(8) FE) = (人 一) 六 -am exp Feces "E u) 


(19) do Tk/ 
(20) Tuc (— at RA) Hume i — occae k]A. 


(ii) 可 用 Poisson-Charlier 435 xs RA. 
(81) F = (1 MEE Mgt 
(32) w(f)-—-—»tlog (1—4). 
此 处 a (2) 为 常数 ,除非 
(88) zen, =A lk — An n=, 1, 2,7 
此 时 a (2) RARR, EXA 


(34) a(z,--0) a(x, —0) =~ GE 


nl 
(v) EESHA A 
2) FO =LA ayy 
w(t) = (AR) [log (1 — Ht) — log (1— Az) ] 
Jt dh A, P Be SENE, ale) 为 常数 ,除非 
(6) w= n=0, 1, 2, «-- 
此 时 a(x) ABER NER | 


(897) a(x,4-0) —a(z, ~0) =( E RN. 


ER 7 3 12. 808 EA 
PTA 


210 高 45 NE NS # 
(28) Ima2ImH. 
于 是 ,对 于 -cecr«o 


gs) z-(-L) rere. 


x k a k 
(30) OTT BE) b= sa tigen 


且 
(81) 


AE. ERRIA AE T ATT Ro, (x) 的 微分 方程 或 化 分 汶 
程 ， 
关于 生成 页 数 包 含 正 变 面 数 的 黄 他 情形 可 次 看 19711 ER. 


19-13. JXUtADE XEM 


BOR SHR NE RE E RE Re 
Sturm-Liouville HH EMBOLUS FEMA. RU Ix 
历数 后 ,由 此 而 得 的 正 变 画 数 几 是 Sturm-Liouville R] R8 f dr fik 
Bie, ASA JCCPIURBDA RE BE 
poe 19-12 8n. 

STERNSHE RSPR Be 
f.) SO ARERR. Mir hu EEE. 


fered, [etfi de 


就 可 称 为 是 J£, (c) BIER EB Bs CY SAI JE a 
AEn SC CR, 19-1 88) BK. 

HEAD RE EXC RE ELE BE ROLE 8 ENEE D, 
第 6 ERUAHDERUCRECAME,, RW, HIMES Cz 及 对 应 于 
HPS RB LTE A 2, 10 章 ) 来 提出 的 


a 


S++ pe mm 271 
SEPA AEB I HEU (PS TE ER a Te 
Erdélyi (1941). 
(1) exp (Matriti tt) = Qai [^ er) 0, Gode 
tote 


e<0, Jarg é| « M om 
ee] 
Cen) ttio E+» 1 
ux 
X ED, (z).D., y) + D, ( x) D-r- (iy) ] dv 
—1«e«0, largi| «lim 


(3) Tui) HN weigert exp (A Qi ==) 


ti 
ma) (^ itm TO pet TA tM sd 
o—i n 


. lel<!g+Rem, largt| <9 
m — % 
(ey) “oxp{ ~ aty 1 =) A. E ] 


e) e E NETT L+t 
t T4 —&-- PEDE - P) 
ra Men) Ma wl) de 


|arg t| <o. 
此 处 Tay 3 U ER RR ERTL (AT), Lu 一 ioo Æ 
too RE A TC -- re) ET te) BAR ERG 
HR. 
WOR- RT RR HET Joss A (4) REM: 


Ead ety 1 =) HD k ca" 


ict 2 ic "| i+ 


(5) 
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(44) V [14-2 —223)64 0]. 
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